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SESSION 2015

CLASSES DE TERMINALE

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non_imprimantes avec entrées unique par clavier sont autorisées. Les
calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites. Leur utilisation
sera considérée comme une fraude. (Cf. Circulaire n° 5990/0OB/DIR. du 12.08.1988).

Il sera tenu compte pour P’appréciation des copies de la présentation, de la clarté et de la précision de
I’argumentation.

PROBLEME 1 (12 points)

Le but de cet exercice est de montrer que dans un vrai triangle ABC (triangle non plat) du plan
euclidien orienté TI1, il existe une unique ellipse tangente en chacun des milieux des cotés du
triangle. On 'appelle ellipse de Steiner de ABC.

Dans tout le probléme € désignera une ellipse de foyers F; et F», de grand axe 2a.

Les deux propriétés des ellipses rappelées ci-dessous pourront étre utilisées dans le probléme.
Rappel1: €= {M € []; MF; + MF, = 2a}

Rappel 2 : La droite (AB) est tangente & € en M < JABJ si et seulement si F;MA = BMF, -
PARTIE 1 : (Un théoreme d’Appolonius) (02, 25 points)

Théoréme 1 : Si A, B, C sont trois points distincts du plan tels que (AB) soit tangente a € en
M; e JABJ et (AC) soit tangente a € en M, € JAC[ alors M,AF,; = F,AM, -

On désigne par H; le symétriqgue orthogonal de F; par rapport a (AB) et par H, le symétrique
orthogonal de F; par rapport a (AC).

1) Montrer que My € JH1F2[ et My € [HoF5[ (0,25 + 0,25 pt)
2) Montrer que HiF, = HyF, = 2a (0,5 pt)
3) Montrer que (AF,) est la médiatrice de [H1H;] (0,5 pt)
4) En déduire une démonstration du Théoreme 1 (0,75 pt)
PARTIE 2 : (Résultats d’unicité) (01, 5 point)
1) Montrer que si deux ellipses ont les mémes foyers et un point commun alors elles sont
confondues. (0,75 pt)
2) Montrer que si deux ellipses ont les mémes foyers et une tangente commune alors elles
sont confondues. (0,75 pt)
PARTIE 3 : (L’ellipse de Steiner) (02 points)

Soit ABC un vrai triangle et AjBoCy un triangle équilatéral du plan.
1) Montrer que dans le triangle équilatéral AoBoCo, il existe une unique ellipse tangente aux

trois c6tés en leurs milieux. (0,75 pt)
2) Montrer qu’il existe une unique transformation affine du plan qui transforme le triangle ABC
en le triangle AoBoCo. (0,5 pt)
3) En déduire I'existence d’'une ellipse tangente aux cotés de ABC en leurs milieux.
(0,5 pt)
4) Montrer que cette ellipse est unique. (0,25 pt)

PARTIE 4 : (Construction complexe des foyers de I'ellipse de Steiner) (04 points)
Dans cette partie, le plan complexe est muni d’'un repére orthonorme direct.
On se propose de démontrer le théoréme 2 suivant :
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Théoréme 2 : Soit A(a), B(b) et C(c) trois points distincts et non alignés du plan.

Si P(X) = (x —a) (x = b) (x — c) est un polyndme et w;, w, les deux racines de P’(x), alors I'ellipse
€ de foyers Fi(wy) et Fo(w;) tangente en un c6té du triangle ABC est tangente en tous les cotés
en leurs milieux (€ est donc I'ellipse de Steiner du triangle ABC).

1) Calculer 3 wyw; et 3(w; + wy) en fonction de a, b et c. (0,5 + 0,5 pt)
2) Montrer que w; = W, si et seulement si ABC est équilatéral de centre F;. (0,5 pt)

3) Montrer que (w2 — %) (w1 — ?) = 1—21 (a—b)?- (0,5 pt)

4) En déduire que € est tangente a [AB] en son milieu C'. (0,5 pt)

5) Montrer que 3(a—w;) (a—w-) = (a—b) (a—c). (0,5 pt)

6) En déduire que € est tangente a [AC] en son milieu B'. (0,5 pt)

7) En déduire que € est I'ellipse de Steiner du triangle ABC. (0,5 pt)
PARTIE 5 : (Aire de I'ellipse de Steiner) (02, 25 points)

Le but de cette partie est de démontrer le théoréme suivant :

Théoréeme 3:

Soit ABC un triangle et € une ellipse contenue dans I'enveloppe convexe de ABC, alors
aire () s
aire (ABC) — ﬁ
1) Montrer le lemme suivant :

avec égalité si et seulement si € est I'ellipse de Steiner du triangle ABC.

Lemme :
Soit ABC un triangle et (C) un cercle contenu dans I'enveloppe convexe de ABC, alors
falre (©) < avec égalité si et seulement si ABC est équilatéral et (C) est le cercle
aire (ABC) ~ 3./3
inscrit au triangle ABC. (0,75 + 0,75 pt)
2) En déduire une démonstration du théoréme 2. (0,75 pt)
PROBLEME 2 (08 points)

1. Soit (an)n < In UNE suite croissante d’entiers telle que ap > 2. Démontrer que la suite (Sp)n < In
définiepar: v n e lIN, S, = Zﬂ:oﬁ est convergente de limite inférieure ou égale a 3_11
0--dk 0o~
Si x désigne la limite de la suite (Sp)nein, ON dit que x admet un développement en série de
Engel. On notera x = [ay, ..., @n, --.]- (0,5 + 0,5 pt)
2. Soitx € ]0, 1]. On définit deux suites (Xp)nein €t (@n)nein €N pOSant Xo = X et :

VnelN,an:1+E(i)

Xn

et X n+1 = @n Xn — 1, ou E désigne la fonction partie entiére.

2.1. Démontrer que les suites (Xn)n < In €t (@n)n < In SONt bien définies. (0,75 pt)

2.2. Démontrer que la suite (Xn)nein €St décroissante. (0,75 pt)

2.3. Démontrer que la suite (an)ncin €St Croissante et que ag > 2. (0,75 pt)
2.4. En reprenant les notations de la question 1, démontrer que : V n € IN, x =S, + aX"—“Lal
0--+an

En déduire que x admet un développement en série de Engel. (0,75 + 0,5 pt)

3. On suppose qu’il existe deux suites distinctes d’entiers (an)ncain €t (bn)nein telles que ap > 2,
bo>2et:VnelN,]ao, ..., an ...] = [bo, ... bn, ...]
On pose ng =min {n € IN | a, # bp}.

3.1. Démontrer que [an, ..., @n, ...] = [bng, ... b, ..]. (0,5 pt)
3.2. Démontrer que si X = [ag, ... O, -..], @lors ap x — 1 < x et en déduire que ap =1 + E (i) .

(0,5+ 0,5 pt)

3.3. En déduire l'unicité du développement en série de Engel d'un réel donné dans

l'intervalle 10, 1]. (0,75 pt)

4. Déterminer le réel dont le développement en série de Engel est associé a :
4.1. Une suite (ap)nein CONstante égale a C (C > 2). (0,5 pt)
4.2. Lasuite (an)nen définiepar:vVnelN a,=n+2 (0,75 pt)

. n 1 _
(On donne N ﬂ)rrloo Zk:ok! e).



