
EXERCICE 1 :            4,5  points    

Soit 𝑛 un entier naturel non nul, on note 𝑑𝑛 = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 2𝑛 − 1 , 4𝑛 − 1 )  et  

 𝑝𝑛 = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 2𝑛 − 1 , 4𝑛 − 1 ).  

1. Calculons  𝑑1 , 𝑑2 , 𝑝1  et  𝑝2.    

𝑑1 = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 21 − 1 , 41 − 1 ) = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 1 , 3 ) = 1                                         0,25 pt 

 𝑑2 = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 22 − 1 , 42 − 1 ) = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 3 , 15 ) = 3                                      0,25 pt 

 𝑝1 = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 21 − 1 , 41 − 1 ) = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 1 , 3 ) = 3                                       0,25 pt 

 𝑝2 = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 22 − 1 , 42 − 1 ) = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 3 , 15 ) = 15                                   0,25 pt 

                                                                                       

2. Prouvons que 𝑑6 et  𝑝6 sont divisibles par 7.                                                                   

7 est un nombre premier et 2 est premier avec 7 d’après le petit théorème de Fermat  

26 − 1  est divisible par 7. 

7 est un nombre premier et 4 est premier avec 7 d’après le petit théorème de Fermat  

46 − 1  est divisible par 7. 

7 divise  26 − 1  et  46 − 1  donc 7 divise  𝑑6 = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 26 − 1 , 46 − 1 )  et 

 𝑝6 = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 26 − 1 , 46 − 1 ).                                                                             0,5 pt 

3. Etablissons une relation entre 𝑑𝑛 et  𝑝𝑛 pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗.      

∀(𝑎 , 𝑏) ∈ ℕ∗ × ℕ∗ , 𝑃𝑃𝐶𝑀(𝑎 , 𝑏) × 𝑃𝐺𝐶𝐷(𝑎 , 𝑏) = 𝑎𝑏.     
De là on tire que 𝑑𝑛 × 𝑝𝑛 = (2𝑛 − 1)(4𝑛 − 1 )                                                   0,25 pt 

4. On pose 𝑀𝑛 = 2𝑛 − 1 ,   ∀𝑛 ∈ ℕ∗. 

a) Vérifions que  𝑀3 ≡ 0[7].                                                                                  

𝑀3 = 23 − 1 = 7      et    7 ≡ 0 [7]   donc   𝑀3 ≡ 0[7]                                0,25 pt 

b) Déterminons le reste de la division euclidienne de 𝑀3𝑛+1 par 7.                       

𝑀3𝑛+1 = 23𝑛+1 − 1   

23 ≡ 1[7]  ⟹ 23𝑛 ≡ 1[7]  ⟹ 23𝑛+1 ≡ 2[7] d’où 23𝑛+1 − 1 ≡ 1[7].  

Donc, le reste de la division euclidienne de 𝑀3𝑛+1 par 7 est 1.                      0,25 pt        

c) Montrons que 𝑀𝑛 divise  4𝑛 − 1 , pour tout 𝑛 ∈ ℕ∗. 

∀𝑛 ∈ ℕ∗, 4𝑛 − 1 = (2𝑛)2 − 1 = (2𝑛 + 1)(2𝑛 − 1) = (2𝑛 + 1)𝑀𝑛  

donc 𝑀𝑛divise 4𝑛 − 1.                                                                                    0,25 pt 

d) Déduisons- en que 𝑑𝑛 = 𝑀𝑛 et 𝑝𝑛 = 4𝑛 − 1.     

𝑑𝑛 = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 2𝑛 − 1 , 4𝑛 − 1 ) = 𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 2𝑛 − 1 , (2𝑛 + 1)(2𝑛 − 1) ) 

= (2𝑛 − 1)𝑃𝐺𝐶𝐷 ( 1 , (2𝑛 + 1) ) = 2𝑛 − 1 = 𝑀𝑛 

𝑝𝑛 = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 2𝑛 − 1 , 4𝑛 − 1 ) = 𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 2𝑛 − 1 , (2𝑛 + 1)(2𝑛 − 1) ) 

= (2𝑛 − 1)𝑃𝑃𝐶𝑀 ( 1 , (2𝑛 + 1) ) = (2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1) = 4𝑛 − 1.                   𝟎,5 pt 

5. On pose 𝑆𝑛 = 𝑑1 + 𝑑2 + ⋯+ 𝑑𝑛 et  𝑆′𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯+ 𝑝𝑛 , ∀𝑛 ∈ ℕ∗. 

a) Exprimons  𝑆𝑛 et 𝑆′𝑛 en fonction de 𝑛.                                                             

𝑆𝑛 = 𝑑1 + 𝑑2 + ⋯+ 𝑑𝑛 = 21 − 1 + 22 − 1 + ⋯ +2𝑛 − 1 = 21 + 22 + ⋯+

 2𝑛 − 𝑛        

= 𝟐(
𝟐𝒏−𝟏

𝟐−𝟏
) − 𝒏 = 𝟐(𝟐𝒏 − 𝟏) − 𝒏                                                                   𝟎,5 pt  

𝑆′𝑛 = 𝑝1 + 𝑝2 + ⋯+ 𝑝𝑛 = 41 − 1 + 42 − 1 + ⋯+ 4𝑛 − 1 = 41 + 42 + ⋯+

4𝑛 − 𝑛        

= 𝟒(
𝟒𝒏−𝟏

𝟒−𝟏
) − 𝒏 =

𝟒

𝟑
(𝟒𝒏 − 𝟏) − 𝒏                                                                   𝟎,5 pt               

              



 

b) Montrons  que  3𝑆′𝑛 − 2𝑆𝑛 + 𝑛 = 2𝑛+2 × 𝑑𝑛.                                            

   3𝑆′𝑛 − 2𝑆𝑛 + 𝑛 = 4(4𝑛 − 1) − 3𝑛 − 4(2𝑛 − 1) + 2𝑛 + n = 4(4𝑛 − 1)  − 4(2𝑛 − 1) =

 4(2𝑛 − 1)(2𝑛 + 1 − 1) = 4 × 2𝑛(2𝑛 − 1) = 2𝑛+2 × 𝑑𝑛                                            0,5 pt 

EXERCICE 2 :            4,5  points 

L’espace est rapporté à un repère orthonormé direct (𝑂, 𝑖  ⃗, 𝑗 ⃗⃗ , 𝑘 ⃗⃗⃗  ). 

Soit 𝑎 un réel strictement positif. 

On considère les points 𝐴(0; 0; √2 ), 𝐵(𝑎; 0; 0)) et 𝐶 (0;
4 

𝑎 
; 0). 

1. Déterminons en fonction de 𝑎 les coordonnées du vecteur 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗.     

   𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = (−√2 × 0 +
4

𝑎
× √2) 𝑖 —(−√2 × 𝑎 + 0 × √2)𝑗 + (𝑎 ×

4

𝑎
− 0 × 0) �⃗�  

=
4√2 

𝑎
𝑖  ⃗ + 𝑎√2  𝑗 ⃗⃗ + 4𝑘 ⃗⃗⃗  .                     

𝑨𝑩⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ∧ 𝑨𝑪⃗⃗⃗⃗  ⃗ =
𝟒√𝟐 

𝒂
𝒊 ⃗⃗ + 𝒂√𝟐  𝒋 ⃗⃗ + 𝟒𝒌 ⃗⃗  ⃗.                                                                             0,5 pt 

 

2. a)  Montrer qu’une équation du plan (ABC) est : 4𝑥 + 𝑎2𝑦 + 2𝑎√2 𝑧 − 4𝑎 = 0.    

     Soit 𝑀 (
𝑥
𝑦
𝑧
) ∈ (𝐴𝐵𝐶). 

On a : 𝐴𝑀 ⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗) = 0 , (𝑥𝑖  ⃗ + 𝑦𝑗 ⃗⃗ + (𝑧 − √2 )𝑘 ⃗⃗⃗  ). (
4√2 

𝑎
𝑖  ⃗ + 𝑎√2  𝑗 ⃗⃗ + 4𝑘 ⃗⃗⃗  ) = 0 

  
4√2 

𝑎
𝑥 + 𝑎√2 𝑦 + 4𝑎𝑧 − 4√2 = 0 

D’où  (𝐀𝐁𝐂) : 𝟒𝒙 + 𝒂𝟐𝒚 + 𝟐𝒂√𝟐 𝒛 − 𝟒𝒂 = 𝟎 .                                                      0,5 pt 

      b)  On note d la distance de O au plan (𝐴𝐵C)  

           Montrons que :  d = 1 −
(𝑎  − 2)2

𝑎2  +   4
 .                             

              d =d(𝑂, ABC ) =
|−4𝑎|

√16  +  𝑎4  +   8𝑎2 
=

4𝑎

√(𝑎2  +  4)2
=

4𝑎

𝑎2 +  4
= 1 −

(𝑎  − 2)2

𝑎2  +   4
 

         d’où  d = 𝟏 −
(𝒂  − 𝟐)𝟐

𝒂𝟐  +   𝟒
 .                                                                                            0,5 pt                            

     c)  Déterminons la valeur de 𝑎 pour laquelle la distance d est maximale.              

             On a : d = 𝟏 −
(𝒂  − 𝟐)𝟐

𝒂𝟐  +   𝟒
 , d est maximale si   

(𝒂  − 𝟐)𝟐

𝒂𝟐  +   𝟒
= 0, donc 𝒂 = 𝟐 

        On peut aussi étudier la fonction 𝑓(𝑡) =
4𝑡

𝑡2 +  4
  

         𝑓 est dérivable sur l’intervalle ]0; +∞[ et 𝑓′(𝑡) =
−4𝑡2 +  16

(𝑡2 +  4)2
 

        𝑓′(𝑡) = 0 , −4𝑡2  +   16 = 0, d’où  𝒕 = 𝟐.                                                          0,25 pt 



3.  a)  Montrer que le volume du tétraèdre OABC est égale à  
2√2 

3
 .     

           VOABC =  
 1 

6
|𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)| =

1

6
|√2  𝑘 ⃗⃗⃗  . (

4√2 

𝑎
𝑖  ⃗ + 𝑎√2  𝑗 ⃗⃗ − 4𝑘 ⃗⃗⃗  )| =

4√2 

6 
=

 2√2 

3
 

           VOABC =
 𝟐√𝟐 

𝟑 
 .                                                                                                  0,5 pt 

     b)  Déduisons-en que l’aire du triangle 𝐴𝐵C est supérieure ou égale à  2√2 .          

            VOABC =
1

6
|𝑂𝐴⃗⃗ ⃗⃗  ⃗. (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗)| =

𝟏

𝟑
d(𝑂, ABC ) × Aire(𝐴𝐵𝐶)     

                 d(𝑂, ABC ) × Aire(𝐴𝐵𝐶)  = 2√2     ⟹    Aire(𝐴𝐵𝐶) = 2√2 ×
1

 𝑑(𝑂,𝐴𝐵𝐶 )
 

      Or d(𝑂, ABC ) ≤ 1 ⟹
1

 𝑑(𝑂,𝐴𝐵𝐶 )
≥ 1 ⟹ 2√2 ×

1

 𝑑(𝑂,𝐴𝐵𝐶 )
≥ 2√2  . 

     D’où  Aire(𝐴𝐵𝐶) ≥ 2√2                                                                                                                                                 0,5 pt                                                                                                                                                                                                                                 

     c) Déterminons les coordonnées des points 𝐵 et C  pour lesquelles l’aire du triangle 𝐴𝐵C 

est égale  à  2√2 .    

 Aire(𝐴𝐵𝐶) =
1

2
 ‖𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ ∧ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗‖ =

1

2
 ‖

𝟒√𝟐 

𝒂
𝒊 ⃗⃗ + 𝒂√𝟐  𝒋 ⃗⃗ + 𝟒𝒌 ⃗⃗  ⃗‖ =

1

2
√

32

𝑎²
+ 2𝑎2 + 16                                               

 Aire(𝐴𝐵𝐶) = 2√2 ⟺  
1

2
√

32

𝑎²
+ 2𝑎2 + 16 = 2√2 ⟺ 𝑎4 − 8𝑎2 + 16 = 0 ⟺ (𝑎2 − 4)2 = 0      

⟺ 𝑎 = 2 . 𝐵 a alors pour coordonnées (2, 0, 0)  et  𝐶 a pour coordonnées (0, 2 , 0)    0,5 pt 

4. Soit le plan P d’équation : 𝑥 + 𝑦 + √2  𝑧 = 2 . 

     Déterminons les coordonnées des points M, N et Q, intersections respectives du plan P 

avec les axes (𝑂; 𝑖  ⃗), (𝑂; 𝑗 ⃗⃗ ) et (𝑂; 𝑘 ⃗⃗⃗  ).                                                                                            

     {𝑀}  = P ∩ (𝑂 ;  𝑖  ⃗)   ⟹  {
𝑦 = 0
 𝑧 = 0

   ⇒  M(
2
0
0
)                                                          0,25 pt      

    {𝑁}  = P ∩ (𝑂 ; 𝐽 ⃗⃗ )   ⟹  { 
𝑥 = 0
𝑧 = 0

    ⇒  N(
0
2
0
)                                                           0,25 pt      

    { 𝑄}  = P ∩ (𝑂 ; 𝑘 ⃗⃗⃗  )   ⟹  { 
𝑥 = 0
𝑦 = 0

   ⇒  Q(
0
0

√2 

)                                                         0,25 pt                                                                                       

5. Soit (S) la sphère d’équation : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1. 

 Montrons que le plan P et la sphère (S) sont tangents en un point I dont on déterminera les 

coordonnées.     

P : 𝑥 + 𝑦 + √2  𝑧 = 2            et       S: 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1 

S est la sphère de centre 𝑂 et de rayon 1. Calculons la distance du point 0 au plan P. 



Le plan P correspond au plan ABC dans le cas où 𝑎 = 2 et dans ce cas précis la distance du 

point 0 au plan P est égale à 1 qui est le rayon de la sphère par conséquent le plan et la sphère 

sont tangents en un point I.                                                                                       0,25 pt 

Déterminons les coordonnées de I. 

La droite (𝑂𝐼) est orthogonale au plan (𝐴𝐵𝐶) 

𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0  et   𝑂𝐼⃗⃗⃗⃗ ∙ 𝐴𝐶⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 0   ⟹ {
2𝑥𝐼 − √2𝑧𝐼 = 0

2𝑦𝐼 − √2𝑧𝐼 = 0
⟹ 𝑥𝐼 = 𝑦𝐼 = √2𝑧𝐼 

De plus 𝐼 ∈ 𝑃 ⟹ 𝑥𝐼 + 𝑦𝐼 + √2  𝑧𝐼 = 2       par suite   𝑥𝐼 = 𝑦𝐼 =
1

2
    𝑒𝑡   𝑧𝐼 =

√2

2
   

𝐼 (
1

2
 ,

1

2
 ,

√2

2
)                                                                                                                                   0,25 pt 

PROBLEME :        11 points 

Soit 𝑛 un entier naturel non nul, on considère la fonction  𝑓𝑛 définie par : 𝑓𝑛(𝑥) =
𝑒𝑛𝑥

 𝑒2𝑛𝑥  +  1 
 et 

 (𝐶𝑛) sa courbe représentative dans le plan muni d’un repère orthonormé (𝑂,  �⃗� , 𝑗 ) d’unité 

graphique 4 cm. 

PARTIE A  

1. Etudions la parité de 𝑓𝑛 .                   

Pour tout 𝑥 ∈ 𝐼𝑅 , −𝑥 ∈ 𝐼𝑅 

  𝑓𝑛(−𝑥) =
𝑒−𝑛𝑥

 𝑒−2𝑛𝑥  +  1 
=

𝑒−𝑛𝑥

𝑒−2𝑛𝑥( 𝑒2𝑛𝑥  +  1) 
=

𝑒𝑛𝑥

 𝑒2𝑛𝑥  +  1 
              

D’où  𝒇𝒏(−𝒙) = 𝒇𝒏(𝒙)  par suite  𝒇𝒏  est paire                                                        0,25 pt 

2. Etudions les variations de 𝑓𝑛 sur [0 ;  +∞[.       

𝑓𝑛 est dérivable sur 𝐼𝑅  comme quotient de fonctions dérivables sur ℝ dont le 

dénominateur ne s’annule pas. 

  𝑓′𝑛(𝑥) =
𝑛𝑒𝑛𝑥( 𝑒2𝑛𝑥  +  1 )−2𝑛 𝑒2𝑛𝑥( 𝑒𝑛𝑥)

( 𝑒2𝑛𝑥  +   1 )2
=

𝑛 𝑒3𝑛𝑥 +𝑛 𝑒𝑛𝑥 −2𝑛 𝑒3𝑛𝑥     

( 𝑒2𝑛𝑥  +  1 )2
=

𝑛 𝑒𝑛𝑥 (1  −  𝑒2𝑛𝑥 )

( 𝑒2𝑛𝑥  +  1 )2
         

 

   𝒇′𝒏(𝒙) =
𝒏 𝒆𝒏𝒙 (𝟏  −   𝒆𝟐𝒏𝒙 )

( 𝒆𝟐𝒏𝒙  +  𝟏 )
𝟐                                                                                              

Pour tout 𝑥 ≥ 0  ,  𝑓′𝑛(𝑥) ≤ 0   et  𝑓′𝑛(𝑥) = 0 ⟺ 𝑥 = 0   donc 𝑓𝑛 est strictement 

décroissante sur [0  ; +∞[ .                                                                                            0,5 pt                                                                                                  

3. Dressons le tableau de variations de 𝑓𝑛.       
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

      𝑥            −∞                                              0                                                         +∞ 

  

   𝑓′𝑛(𝑥)                                                          O 

 

                                                                       
  1  

2
 

 

 

 

   𝑓𝑛(𝑥) 
 

 

 

 

 

 

                   0                                                                                                                  0 
 

                                                                                                                                     0,5 pt 

 

4. Traçons la courbe (𝐶1) dans le repère (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ).                                    

 

                                                                                                                                       0,5 pt 

Soit 𝑔𝑛 la restriction de 𝑓𝑛  à [0 ;  +∞[. 



5. a) Montrons que 𝑔𝑛  est une bijection de [0 ;  +∞[ sur un intervalle 𝐽 que l’on précisera.    

Sur l’intervalle [0 ;  +∞[ , 𝑔𝑛 est continue et strictement décroissante, donc elle réalise une 

bijection de [0  ;  +∞[ sur ]𝟎  ;  
𝟏

𝟐
] = 𝑱.                                                                       0,25 pt    

b) Soit  𝑔𝑛
−1 la bijection réciproque de la fonction  𝑔𝑛  .  

Explicitons  𝑔𝑛
−1(𝑥) pour tout 𝑥 de ]0  ;  

1

2
].                                                                                                                                      

 𝑔𝑛(𝑥) = 𝑦 avec {
𝑥 ∈ [0 ;  +∞[

𝑦 ∈ ]0  ;  
1

2
]

  

𝑒𝑛𝑥

 𝑒2𝑛𝑥  +  1 
= 𝑦     ⇔   𝑦(𝑒𝑛𝑥)2 − 𝑒𝑛𝑥 + 𝑦 = 0, en posant 𝑋 = 𝑒𝑛𝑥 , avec 𝑋 > 1, l’équation 

devient  

⇔   𝑦𝑋2 − 𝑋 + 𝑦 = 0 

   ∆ = 1 − 4𝑦2 ,  ∆ ≥ 0 pour  𝑦 ∈ ]0  ;  
1

2
] 

𝑋 =
1  +  √1  −  4𝑦2 

2𝑦
   ou  𝑋 =

1 −  √1  −  4𝑦2 

2𝑦
   qui ne convient pas car étant plus petit que 1. 

𝑒𝑛𝑥 =
𝟏  +  √1  −  4𝑦2 

𝟐𝒚
 ,  𝑥 =

1

𝑛
𝑙𝑛 (

1  +  √1  −  4𝑦2 

2𝑦
) 

D’où 𝒈𝒏
−𝟏(𝒙) =

𝟏

𝒏
𝒍𝒏 (

𝟏  +  √𝟏  −  𝟒𝒙𝟐 

𝟐𝒙
).                                                                         0,5 pt 

c) Traçons , dans le repère (𝑂, 𝑖 , 𝑗 ), la courbe (𝐶𝑔1
−1) représentative de la fonction 𝑔1

−1.  

Sur l’intervalle [0 ;  +∞[  les courbes (𝐶𝑔1
) et   (𝐶𝑔1

−1)  sont symétriques par rapport à la 

première bissectrice.                                                                                                    0,25 pt 

PARTIE B 

Soit  𝐹 la fonction définie sur 𝐼 = [
𝜋

4
,

𝜋

2
[    par : 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓1(𝑡)𝑑𝑡.

ln (𝑡𝑎𝑛𝑥)

0
 

1. Calculons  𝐹 (
 𝜋 

4
).            

𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓1(𝑡)𝑑𝑡  
ln (𝑡𝑎𝑛𝑥)

0
, 𝐹 (

 𝜋 

4
) = ∫ 𝑓1(𝑡)𝑑𝑡 = 0.

0

0
 

𝑭 (
 𝝅 

𝟒
) = 𝟎                                                                                                                   0,25 pt 

2. Montrons que 𝐹 est dérivable sur 𝐼  puis déterminons 𝐹′(𝑥) pour tout 𝑥 ∈ 𝐼.    

La fonction 𝑥 →  ln (𝑡𝑎𝑛𝑥)  est dérivable sur 𝐼 comme composée de fonctions dérivables 

de plus la fonction 𝑓1 est continue sur [0 ; +∞[ par conséquent 𝐹 est dérivable sur 𝐼   

Pour tout 𝑥 ∈ 𝐼, 𝐹′(𝑥) =
1+𝑡𝑎𝑛2𝑥

𝑡𝑎𝑛𝑥
𝑓1(ln(𝑡𝑎𝑛𝑥))  

𝐹′(𝑥) =
1+𝑡𝑎𝑛2𝑥

𝑡𝑎𝑛𝑥
×

𝑒ln(𝑡𝑎𝑛𝑥)

𝑒2 ln(𝑡𝑎𝑛𝑥)+  1
=

1+𝑡𝑎𝑛2𝑥

𝑡𝑎𝑛𝑥
×

𝑡𝑎𝑛𝑥

𝑡𝑎𝑛2𝑥 +  1
  

𝑭′(𝒙) = 𝟏 .                                                                                                                    0,5 pt 

3. Prouvons que :∀ 𝑥 ∈ 𝐼,   𝐹(𝑥) = 𝑥 −
 𝜋 

4
.            

On a : 𝐹′(𝑥) = 1 alors  𝐹(𝑥) = 𝑥 + 𝑘 , or 𝐹 (
 𝜋 

4
) = 0  ,    

𝜋

4
+ 𝑘 = 0 donc 𝑘 = −

𝜋

4
 

D’où   𝑭(𝒙) = 𝒙 −
 𝝅 

𝟒
  .                                                                                               0,25 pt                                                             

4. Démontrons que pour tout réel positif 𝛽, il existe un unique réel 𝛼 de 𝐼 tel que  

      𝛽 = ln(𝑡𝑎𝑛𝛼).  
Posons 𝑡(𝑥) = ln (𝑡𝑎𝑛𝑥)  avec 𝑥 ∈ 𝐼. La fonction 𝑡 est définie, continue et dérivable sur 𝐼.  

∀ 𝑥 ∈ 𝐼,   𝑡′(𝑥) > 0 par suite 𝑡 est strictement croissante sur 𝐼 de plus 𝑡(𝐼) = [0 ; +∞[ . 



𝑡 réalise une bijection de 𝐼 sur [0 ;  +∞[ donc pour tout réel positif 𝛽, il existe un unique 

réel 𝛼 de 𝐼 tel que 𝑡(𝛼) = 𝛽 ou   𝛽 = ln(𝑡𝑎𝑛𝛼).                                                         0,5 pt                                                                                                                                  

5. Calculons l’aire 𝐴(𝛽) du domaine plan délimité par la courbe (𝐶1), l’axe des abscisses et 

les droites d’équations 𝑥 = 0 et 𝑥 = 𝛽 puis lim
𝛽→+∞

𝐴(𝛽).      

𝐴(𝛽) = ∫ 𝑓1(𝑡)
𝛽

0
𝑑𝑡 × 𝑈𝑎 , avec 𝑈𝑎 = 16 𝑐𝑚2 

𝐴(𝛽) = 16 ∫ 𝑓1(𝑡)
𝛽

0
𝑑𝑡 = 16∫ 𝑓1(𝑡)

ln(𝑡𝑎𝑛𝛼)

0
𝑑𝑡  

Or 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑓1(𝑡)
ln(𝑡𝑎𝑛𝑥)

0
𝑑𝑡 

  𝐹(𝛼) = ∫ 𝑓1(𝑡)
ln(𝑡𝑎𝑛𝛼)

0
𝑑𝑡 = 𝛼 −

 𝜋 

4
 

Par suite 𝐴(𝛽) = 16𝐹(𝛼) 𝑐𝑚2 = 16 (𝛼 −
 𝜋 

4
) or  𝛼 = 𝑡𝑎𝑛−1(𝑒𝛽) 

Donc 𝑨(𝜷) = 𝟏𝟔(𝒕𝒂𝒏−𝟏(𝒆𝜷) −
 𝝅 

𝟒
)  𝒄𝒎𝟐                                                                        0,5  pt 

 lim
𝛽→+∞

𝐴(𝛽) = lim
𝛽→+∞

16 (𝑡𝑎𝑛−1(𝑒𝛽) −
 𝜋 

4
)  𝑐𝑚2 = 16 (

 𝜋 

2
 −   

 𝜋 

4
)  𝑐𝑚2       

𝐥𝐢𝐦
𝜷→+∞

𝑨(𝜷) = 𝟒𝝅 𝒄𝒎𝟐                                                                                                0,25 pt 

 

  PARTIE C  

Pour tout entier naturel non nul 𝑛, on considère les fonctions ℎ𝑛 et  𝑘𝑛 définies par : 

ℎ𝑛(𝑥) = ∫ 𝑡(𝑙𝑛𝑡)𝑛𝑑𝑡
𝑓1(𝑥)

1
      et       𝑘𝑛(𝑥) = ∫ 𝑡𝑛(𝑙𝑛𝑡)𝑑𝑡

𝑓1(𝑥)

1
      . 

1. Calculons  ℎ1(𝑥)   puis  lim
𝑥→+∞

ℎ1(𝑥).           

ℎ1(𝑥) = ∫ 𝑡𝑙𝑛𝑡 𝑑𝑡
𝑓1(𝑥)

1
  

Intégration par parties 

Posons 𝑈(𝑡) = 𝑙𝑛𝑡    𝑈′(𝑡) =
1

𝑡
     𝑉′(𝑡) = 𝑡        , 𝑉(𝑡) =

1

2
𝑡2 

 ℎ1(𝑥) = [
1

2
𝑡2𝑙𝑛𝑡]

1

𝑓1(𝑥)

−
1

2
∫ 𝑡𝑑𝑡 = [

1

2
𝑡2𝑙𝑛𝑡]

1

𝑓1(𝑥)

−
1

4
[𝑡2]1

𝑓1(𝑥)𝑓1(𝑥)

1
                  

ℎ1(𝑥) =
1

2
(𝑓1(𝑥))

2𝑙𝑛(𝑓1(𝑥)) −
1

4
[(𝑓1(𝑥))2 − 1]  

ℎ1(𝑥) =
1

2
(𝑓1(𝑥))

2 [𝑙𝑛(𝑓1(𝑥)) −
1

2
]   +   

1

4
                                               

𝒉𝟏(𝒙) =
𝟏

𝟐

𝒆𝟐𝒙

(𝒆𝟐𝒙 +   𝟏)
𝟐 [𝒍𝒏 (

𝒆𝒙

 𝒆𝟐𝒙  +  𝟏 
) −

𝟏

𝟐
]   +  

𝟏

𝟒
 .                                                           0,5 pt 

lim
𝑥→+∞

ℎ1(𝑥) = lim
𝑥→+∞

[
1

2

𝑒2𝑥

(𝑒2𝑥 +   1)2
(𝑙𝑛 (

𝑒𝑥

 𝑒2𝑥  +  1 
) −

1

2
) +

1

4
] = lim

𝑋→0+

1

2
𝑋2𝑙𝑛𝑋 −

1

4
𝑋2 +

1

4
=

1

4
 

avec 𝑋 =
𝑒𝑥

 𝑒2𝑥  +  1 
 

𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒉𝟏(𝒙) =
  𝟏  

𝟒
 .                                                                                                     0,25 pt                                                       

2. Montrons que,  pour tout entier naturel non nul 𝑛 : 

 ℎ𝑛+1(𝑥) =
1

2
[𝑓1(𝑥)]2[𝑙𝑛(𝑓1(𝑥))]

𝑛 + 1 −
𝑛 + 1

2
ℎ𝑛(𝑥)                                

On a : ℎ𝑛(𝑥) = ∫ 𝑡(𝑙𝑛𝑡)𝑛𝑑𝑡
𝑓1(𝑥)

1
  

ℎ𝑛+1(𝑥) = ∫ 𝑡(𝑙𝑛𝑡)𝑛 + 1𝑑𝑡
𝑓1(𝑥)

1
  



Intégration par parties 

Posons 𝑈(𝑡) = (𝑙𝑛𝑡)𝑛+1  , 𝑈′(𝑡) =
𝑛 + 1

𝑡
(𝑙𝑛𝑡)𝑛 ;   𝑉′(𝑡) = 𝑡     ,   𝑉(𝑡) =

1

2
𝑡2 

 ℎ𝑛+1(𝑥) = [
1

2
𝑡2(𝑙𝑛𝑡)𝑛 + 1]

1

𝑓1(𝑥)

−
𝑛 + 1

2
∫ 𝑡(𝑙𝑛𝑡)𝑛𝑑𝑡

𝑓1(𝑥)

1
 

D’où  𝒉𝒏+𝟏(𝒙) =
𝟏

𝟐
[𝒇𝟏(𝒙)]𝟐[𝒍𝒏(𝒇𝟏(𝒙))]𝒏 + 𝟏 −

𝒏 + 𝟏

𝟐
𝒉𝒏(𝒙).                           0,5pt 

 

  𝑘𝑛(𝑥) = ∫ 𝑡𝑛(𝑙𝑛𝑡)𝑑𝑡
𝑓1(𝑥)

1
 

Intégration par parties 

Posons 𝑈(𝑡) = 𝑙𝑛𝑡  , 𝑈′(𝑡) =
1

𝑡
 ;   𝑉′(𝑡) = 𝑡𝑛     ,   𝑉(𝑡) =

1

𝑛 + 1
𝑡𝑛+1 

 𝑘𝑛(𝑥) =
1

𝑛 + 1
[𝑡𝑛+1𝑙𝑛𝑡]1

𝑓1(𝑥)
−

1

𝑛 + 1
∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡

𝑓1(𝑥)

1
  

𝑘𝑛(𝑥) =
1

𝑛 + 1
[𝑓1(𝑥)]𝑛 + 1[𝑙𝑛(𝑓1(𝑥))] −

1

(𝑛 + 1)2
[𝑡𝑛 + 1]1

𝑓1(𝑥)
  

D’où 𝒌𝒏(𝒙) =
𝟏

𝒏 + 𝟏
[𝒇𝟏(𝒙)]𝒏 + 𝟏[𝒍𝒏(𝒇𝟏(𝒙))] −

𝟏

(𝒏 + 𝟏)𝟐
([𝒇𝟏(𝒙)]𝒏 + 𝟏 − 𝟏).                       0,5pt 

3. Montrons, par récurrence, que la fonction  ℎ𝑛 admet une limite finie notée 𝑙𝑛 en +∞ et 

que ∀ 𝑛 ∈ ℕ∗,       𝑙𝑛 = (−1)𝑛 + 1 𝑛!

2𝑛 + 1.      

 Pour 𝑛 = 1  , 𝑙1 =
1

4
  et lim

𝑥→+∞
ℎ1(𝑥) =

 1  

4 
 . 

 Supposons que ℎ𝑛 admet une limite finie notée 𝑙𝑛 en +∞ et 

    𝑙𝑛 = (−1)𝑛 + 1 𝑛!

2𝑛 + 1.      

 Montrons que  ℎ𝑛+1 admet une limite finie notée 𝑙𝑛+1 en +∞ et 

𝑙𝑛+1 = (−1)𝑛 + 2 (𝑛 + 1)!

2𝑛 + 2 .   

On a :  ℎ𝑛+1(𝑥) =
1

2
[𝑓1(𝑥)]2[𝑙𝑛(𝑓1(𝑥))]𝑛 + 1 −

𝑛  +  1

2
ℎ𝑛(𝑥) 

lim
𝑥  →+∞

ℎ𝑛+1(𝑥) = −
𝑛 + 1

2
lim

𝑥 →+∞ 
ℎ𝑛(𝑥) = −

𝑛 + 1

2
(−1)𝑛 + 1

𝑛!

2𝑛 + 1
 

lim
𝑥  →+∞

ℎ𝑛+1(𝑥) = −(−1)𝑛 + 1
𝑛 + 1

2
×

𝑛!

2𝑛 + 1
= (−1)𝑛 + 2

(𝑛 + 1)!

2𝑛 + 2
 

Donc vrai au rang  𝑛 + 1 

Par suite 𝒉𝒏 admet une limite finie notée 𝒍𝒏 en +∞ et  

que ∀ 𝒏 ∈ ℕ∗,   𝒍𝒏 = (−𝟏)𝒏+𝟏 𝒏!

𝟐 𝒏+ 𝟏
.                                                                           0,5 pt                                                                        

4. Montrons que :  lim
𝑥→+∞

𝑘𝑛(𝑥) =
1

(𝑛  +  1)2
.                

On a : 𝑘𝑛(𝑥) =
1

𝑛  +  1
[𝑓1(𝑥)]𝑛 + 1[𝑙𝑛(𝑓1(𝑥))] −

1

(𝑛 + 1)2
([𝑓1(𝑥)]𝑛 + 1 − 1)   et 

 lim
𝑥→ + ∞

𝑓1(𝑥) = 0. 

 lim
𝑥→+∞

𝑘𝑛(𝑥) =  lim
𝑥→+∞

[
1

𝑛 + 1
[𝑓1(𝑥)]𝑛 + 1[𝑙𝑛(𝑓1(𝑥))] −

1

(𝑛 + 1)2
([𝑓1(𝑥)]𝑛 + 1 − 1)] 

 lim
𝑥→+∞

𝑘𝑛(𝑥) = −
1

(𝑛 + 1)2
(−1) =

1

(𝑛 + 1)2
. 

Par suite  𝐥𝐢𝐦
𝒙→+∞

𝒌𝒏(𝒙) =
𝟏

(𝒏  +  𝟏)𝟐
.                                                                             0,25 pt 



 

PARTIE D : 

Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, on pose  𝑈𝑛 = 1 +
1

22 +
1

32 + ⋯+
1

𝑛2. 

On considère la fonction 𝜑 définie sur [0 ,
𝜋

2
] par :{𝜑(𝑡) =

𝑡2

𝜋
−𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡

𝜑(0) = −1

   si 𝑡 ∈ ]0 ,
𝜋

2
]. 

1. On suppose que 𝜑 est dérivable sur [0 ,
𝜋

2
] et que sa fonction dérivée  𝜑′ est continue 

sur [0 ,
𝜋

2
]. 

Montrons qu’il existe un réel 𝑀 tel que :         ∀𝑡 ∈ [0 ,
𝜋

2
],    |𝜑′(𝑡)| ≤ 𝑀.  

𝜑′ est continue sur [0 ,
𝜋

2
] et toute fonction continue sur un intervalle fermé borné est 

bornée. 

Donc il existe un réel 𝑀 tel que :         ∀𝑡 ∈ [0 ,
𝜋

2
],    |𝜑′(𝑡)| ≤ 𝑀.                       0,5 pt 

 

2. Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, on pose  𝐼𝑛 = ∫  𝜑(𝑡) sin(2𝑛 + 1) 𝑡 𝑑𝑡
𝜋

2
0

. 

a) Montrons que : 𝐼𝑛 =
1

2𝑛+1
(−1 + ∫  𝜑′(𝑡) cos(2𝑛 + 1) 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

2
0

).                                  

𝐼𝑛 = ∫  𝜑(𝑡) sin(2𝑛 + 1) 𝑡 𝑑𝑡
𝜋

2
0

 

Posons 𝑢 = 𝜑(𝑡)   et 𝑣′ = 𝑠𝑖𝑛(2𝑛 + 1)𝑡        alors 

                𝑢′ = 𝜑′(𝑡)   et  𝑣 = −
1

2𝑛+1
𝑐𝑜𝑠(2𝑛 + 1)𝑡    par conséquent 

𝐼𝑛 = [−
1

2𝑛 + 1
𝜑(𝑡)𝑐𝑜𝑠(2𝑛 + 1)𝑡]

0

𝜋
2
+

1

2𝑛 + 1
∫  𝜑′(𝑡)cos (2n + 1)𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

𝐼𝑛 =
1

2𝑛 + 1
𝜑(0) +

1

2𝑛 + 1
∫  𝜑′(𝑡)cos (2n + 1)𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

𝐼𝑛 = −
1

2𝑛+1
+

1

2𝑛+1
∫  𝜑′(𝑡)cos (2n + 1)𝑡 𝑑𝑡

𝜋

2
0

  d’où 

𝐼𝑛 =
1

2𝑛+1
(−1 + ∫  𝜑′(𝑡) cos(2𝑛 + 1) 𝑡 𝑑𝑡

𝜋

2
0

).                                              0,5 pt                       

b) Déduisons-en que |𝐼𝑛| ≤
1

2𝑛+1
(1 +

𝜋

2
𝑀) et que lim

𝑛→+∞
𝐼𝑛 = 0. 

|𝐼𝑛| ≤
1

2𝑛 + 1
|−1 + ∫  𝜑′(𝑡) cos(2𝑛+1)𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

|

≤
1

2𝑛 + 1
(|−1| + |∫  𝜑′(𝑡) cos(2𝑛+1)𝑡 𝑑𝑡

𝜋
2

0

|)

≤
1

2𝑛 + 1
(1 + |∫  𝜑′(𝑡)𝑑𝑡

𝜋
2

0

|) ≤
1

2𝑛 + 1
(1 + ∫  |𝜑′(𝑡)|𝑑𝑡

𝜋
2

0

)

≤
1

2𝑛 + 1
(1 + ∫  𝑀𝑑𝑡

𝜋
2

0

) ≤
1

2𝑛 + 1
(1 +

𝜋

2
𝑀). 



 

|𝐼𝑛| ≤
1

2𝑛+1
(1 +

𝜋

2
𝑀) et lim

𝑛→+∞
 

1

2𝑛+1
(1 +

𝜋

2
𝑀) = 0  donc lim

𝑛→+∞
𝐼𝑛 = 0.         0,5 pt 

3. Soit 𝑥 un réel de ]0 ,
𝜋

2
] et soit 𝑛 un entier naturel non nul. 

a) Exprimons la somme  ∑ 𝑒𝑖(2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=1  en fonction de 𝑛 et de 𝑥. 

∑ 𝑒𝑖(2𝑘𝑥)𝑛
𝑘=1  est  la somme de 𝑛 termes consécutifs d’une suite géométrique de 

premier terme 𝑒2𝑖𝑥 et de raison 𝑒2𝑖𝑥 par suite  

∑ 𝑒𝑖(2𝑘𝑥)

𝑛

𝑘=1

= 𝑒2𝑖𝑥 (
1 − (𝑒2𝑖𝑥)

𝑛

1 − 𝑒2𝑖𝑥
) =

𝑒2𝑖𝑥(1 − 𝑒2𝑖𝑛𝑥)

1 − 𝑒2𝑖𝑥
=

(1 − 𝑒2𝑖𝑛𝑥)

𝑒−𝑖𝑥(𝑒−𝑖𝑥 − 𝑒𝑖𝑥)

=
𝑒𝑖𝑛𝑥(𝑒−𝑖𝑛𝑥 − 𝑒𝑖𝑛𝑥)

𝑒−𝑖𝑥(𝑒−𝑖𝑥 − 𝑒𝑖𝑥)
=

𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑒𝑖(𝑛+1)𝑥 

                                                                                                                           0,5 pt 

b) Déduisons-en que : ∑ cos(2𝑘𝑥) =
𝑠𝑖𝑛[(2𝑛+1)𝑥]

2𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑛
𝑘=1 −

1

2
 . 

∑ 𝑒𝑖(2𝑘𝑥)

𝑛

𝑘=1

=
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑒𝑖(𝑛+1)𝑥 

⟹ ∑(𝑐𝑜𝑠2𝑘𝑥 + 𝑖𝑠𝑖𝑛2𝑘𝑥)

𝑛

𝑘=1

=
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑥
(cos(𝑛 + 1) 𝑥 + 𝑖 𝑠𝑖𝑛(𝑛 + 1)𝑥) 

⟹ ∑ cos 2𝑘𝑥

𝑛

𝑘=1

=
𝑠𝑖𝑛(𝑛𝑥)

𝑠𝑖𝑛𝑥
cos(𝑛 + 1) 𝑥 =

sin(𝑛𝑥) cos(𝑛 + 1) 𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
. 

En utilisant la formule 𝑠𝑖𝑛𝑎𝑐𝑜𝑠𝑏 =
1

2
(sin (𝑎 + 𝑏) + sin (𝑎 − 𝑏) on obtient : 

∑ cos 2𝑘𝑥

𝑛

𝑘=1

=
sin(𝑛𝑥) cos(𝑛 + 1) 𝑥

𝑠𝑖𝑛𝑥
=

sin(2𝑛 + 1) 𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥

2𝑠𝑖𝑛𝑥

=
sin(2𝑛 + 1) 𝑥

2𝑠𝑖𝑛𝑥
−

1

2
. 

                                                                                                                                          𝟎, 𝟓 𝐩𝐭 

4. a)  Montrons que :         ∀𝑘 ∈ ℕ∗, ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) cos(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

2
0

=
1

4𝑘²
. 

Calculons ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) cos(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

2
0

 en utilisant une double intégration par parties. 

En posant 𝑢 =
𝑡2

𝜋
− 𝑡 et 𝑣′ = cos(2k𝑡) on a 𝑢′ =

2𝑡

𝜋
− 1 et 𝑣 =

1

2𝑘
sin (2𝑘𝑡) 

Par suite 

 ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) cos(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

2
0

= [
1

2𝑘
[sin (2𝑘𝑡)] (

𝑡2

𝜋
− 𝑡 )]

0

𝜋

2
− ∫

1

2𝑘
(
2𝑡

𝜋
− 1) sin(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

2
0

 

= −
1

2𝑘
∫ (

2𝑡

𝜋
− 1) sin(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

calculons ∫ (
2𝑡

𝜋
− 1) sin(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

 

posons 𝑢 =
2𝑡

𝜋
− 1 et 𝑣′ = sin (2𝑘𝑡) alors 𝑢′ =

2

𝜋
 et 𝑣 = −

1

2𝑘
cos (2𝑘𝑡) 

d’où ∫ (
2𝑡

𝜋
− 1) sin(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

2
0

= [−
1

2𝑘
[cos (2𝑘𝑡)] (

2𝑡

𝜋
− 1 )]

0

𝜋

2
+ ∫

1

2𝑘
(
2

𝜋
) cos(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋

2
0

 



= −
1

2𝑘
+

1

𝑘𝜋
∫ cos(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= −
1

2𝑘
+

1

𝑘𝜋
[
1

2𝑘
sin(2𝑘𝑡)]

0

𝜋
2

= −
1

2𝑘
 

Donc  

∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) cos(2k𝑡) 𝑑𝑡

𝜋
2

0

= −
1

2𝑘
(−

1

2𝑘
) =

1

4𝑘2
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b) Montrons que 𝑈𝑛 = 2𝐼𝑛 +
𝜋²

6
 puis calculer lim

𝑛→+∞
𝑈𝑛. 

                 ∑ ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) cos(2k𝑡)𝑑𝑡

𝜋

2

0
= ∑

1

4𝑘2
𝑛
𝑘=1

𝑛
𝑘=1 =

1

4
∑

1

𝑘²
𝑛
𝑘=1  

                ⟹ ∫ ∑ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) cos(2k𝑡)𝑛

𝑘=1 𝑑𝑡
𝜋

2

0
=

1

4
𝑈𝑛 

                ⟹ ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡)∑ cos(2k𝑡)𝑛

𝑘=1 𝑑𝑡
𝜋

2

0
=

1

4
𝑈𝑛 

             ⟹ ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡) [

sin(2𝑛+1)𝑥

2𝑠𝑖𝑛𝑥
−

1

2
]𝑑𝑡

𝜋

2

0
=

1

4
𝑈𝑛  

            ⟹
1

2
𝐼𝑛 −

1

2
∫ (

𝑡2

𝜋
− 𝑡)𝑑𝑡

𝜋

2

0
=

1

4
𝑈𝑛 

             ⟹ 𝐼𝑛 − ∫ (
𝑡2

𝜋
− 𝑡)𝑑𝑡

𝜋

2

0
=

1

2
𝑈𝑛 ⟹ 𝐼𝑛 − [

𝑡3

3𝜋
−

𝑡2

2
]
0

𝜋

2
=

1

2
𝑈𝑛 

                ⟹ 𝐼𝑛 −
𝜋2

24
+

𝜋2

8
=

1

2
𝑈𝑛 ⟹ 𝑈𝑛 = 2𝐼𝑛 +

𝜋2

6
 

               lim
𝑛→+∞

𝑈𝑛 =  lim
𝑛→+∞

2𝐼𝑛 +
𝜋2

6
=

𝜋2

6
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