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MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées. Les
calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites. Leur utilisation

sera considérée comme une fraude. (Cf. Circulaire n° 5990/OB/DIR. du 12 08 1998).
EXERCICE 1: (4,5 points)

Soit n un entier naturel non nul. On note d,, = PGCD (2" —1,4"—1)et p, = PPCM (2" —1,4"—-1).

1. Calculerd; d, p; et p,. (1 pt)
2. Prouver que dg et pg sont divisibles par 7. (0,5 pt)
3. Etablir une relation entre d,, et p,, pour toutn € N*. (0,25 pt)
4. Onpose: M, =2"—-1, vneN".

a) Vérifierque M; =0 [7]. (0,25 pt)

b) Déterminer le reste de la division euclidienne de M, par 7. (0,25 pt)

c) Montrer que M,, divise 4™ — 1, pour tout n € N*. (0,25 pt)

d) Endeéduire qued, = M, etp, = 4™ — 1. (0,5 pt)
5 OnposeS,=d;+d, +--+d,et S, =p, +p,++p,,¥n € N

a) Exprimer S, et S’,, en fonction de n. (1 pt)

b) Montrer qu’ona: 3S', — 25, +n =2"2xd,,. (0,5 pt)
EXERCICE 2:: (4 ,5 points)

L’espace est rapporté a un repére orthonormé direct (0 50T F)
Soit a un réel strictement positif. On considére les points A(0,0,v2), B(a,0,0) etC (0 ,% ,0).

1. Exprimer en fonction de a les coordonnées du vecteur AB AAC. (0,5 pt)
2. a) Montrer qu’une équation du plan (ABC) est : 4x + a?y + 2aV/2 z — 4a = 0. (0,5 pt)

b) On note d la distance du point O au plan (ABC).

(a —2)2

Montrerque: d=1— e (0,5 pt)

c) Déterminer la valeur de a pour laquelle la distance d est maximale. (0,25 pt)

3. a) Montrer que le volume du tétraédre OABC est égal a % (0,5 pt)
b) En déduire que I’aire du triangle ABC est supérieure ou égale & 2v/2. (0,5 pt)

c) Déterminer les coordonnées des points B et C pour lesquelles I’aire du triangle ABC est égale & 2v2 .
(0,5 pt)
4. Soit le plan (P) d’équation : x +y +2 z = 2.
Déterminer les coordonnées des points M, N et Q, points d’intersection respectifs du plan () avec les axes

0;1),0;et(0;k). (0,75 pt)

veod o2
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5. Soit (S) la sphére d’équation : x? + y% + z2 = 1.
Montrer que le plan (P) et la sphére (S) sont tangents en un point I dont on déterminera les coordonnées.

(0,5 pt)

PROBLEME (11 points)
Soit n un entier naturel non nul, on considére la fonction f,, définie par : f,(x) = perrawld (C,) sa courbe
représentative dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ; 7, J) d’unité graphique 4 cm.
PARTIE A (2,75 points)
1. Etudier la parité de f,,. (0,25 pt)
2. Etudier les variations de f,, sur [0, +oo]. (0,5 pt)
3. Dresser le tableau de variations de f;,. (0,5 pt)
4. Tracer la courbe (C;) dans le plan muni du repére (O ;1, ). (0,5 pt)
5. Soit g, larestrictionde f,, a [0, +oo].

a) Montrer que g,, est une bijection de [0, +oo[ vers un intervalle J a préciser. (0,25 pt)

b) Soit g,,~! la bijection réciproque de la fonction g,, . Expliciter g, *(x) pour tout x de J. (0,5 pt)

c) Tracer (C,4,-1) courbe représentative de la fonction g1~ %, dans le plan muni du repére (0 ; 7, 7).(0,25 pt)

PARTIE B (2,25 points)

Soit F la fonction définie sur I = E, g[ par: F(x) = [ £, (0.

1. Calculer F G) (0,25 pt)

2. Montrer que F est dérivable sur I et déterminer F'(x) pour tout x € I. (0,5 pt)

3. Prouverque:Vx €1, F(x)=x— %. (0,25 pt)

4. Démontrer que pour tout réel positif 3, il existe un unique réel a de I tel que § = In(tana). (0,5 pt)

5. a) Calculer I’aire A () du domaine plan délimité par la courbe (Cf), I’axe des abscisses et les droites
d’équations x = 0 et x = . (0,5 pt)
b) Calculer ﬁliT A(B) puis interpréter geométriquement le résultat. (0,25 pt)

PARTIE C (2,5 points)

Pour tout entier naturel non nul n, on considére les fonctions h,, et k,, définies par :

he() = [P tnorde et k() = [P " (noyde

1. Calculer hy(x), puis xl_iﬁfloo hy(x). 0,75 pt
2. Montrer que, pour tout entier naturel non nul n, ona:
) (0 = S AP = Eo k(1) ; (0.5 pt)
i) k(0 = o5 @I IR = o (RO = 1), (0.5 pt)
3. Montrer, par récurrence, que la fonction h,, admet une limite finie notée [,, en + etqu’ona:
vneN, L, =(-1)"i- (0,5 pt)

_r .
(n+1)2

(0,25 pt)
A

4. Montrer que liin kn(x) =
X—>+00
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PARTIE D (3,5 points)

Pour tout entier naturel n non nul, on pose U, =1 + iz + iz + -+ iz
2 3 n
tZ
- : e P _zt "
On considere la fonction ¢ définie sur [0, 5] par : p(t) = sint SItE ]O ,5].
®(0) = -1

1. On suppose que ¢ est dérivable sur [O , g] et que sa fonction dérivée ¢’ est continue sur [0 , g]

Montrer qu’il existe un réel M tel que : Vt € [0, g] lo'(t)| < M. (0,5 pt)

T

2. Pour tout entier naturel n non nul, on pose I, = [> ¢(t) sin(2n + 1) t dt.
— (—1 +J2 ¢'(®)cos(2n+ 1)t dt). (0,5 pt)

b) En déduire que |I,| < —

— 2n+1

a) Montrerque: I, =

(1 + EM) etque lim I, = 0. (0,5 pt)
n-+oo

3. Soient x un réel de l'intervalle ]0 %] et n un entier naturel non nul.

a) Exprimer lasomme Y}_, e!(2k%) en fonction de n et de x. (0,5 pt)
b) En déduire que : S}, cos(2kx) = Toa DA 1 (0,5 pt)
. T2 1
4. a) Montrer que : Vk € N*, fOZ (; - t) cos(2kt) dt = ol 0,5 pt)

(On pourra utiliser une double intégration par parties.)

b) Montrer alors que U,, = 2I,, + %2 puis calculer lim U,. (0,5 pt)

n—-+oo



