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MATHEMATIQUES

CORRIGE

Exercice 1 (5 points)

1. On considere dans I’ensemble des nombres complexes, I’équation suivante :
(E): z*+(-5+30)z3+(8—-9i)z2+(-14+6i)z+10=0"-

a) Vérifier que 1 solution de (E).
(D*+ (=5+3)(1)3+ (B -9)(1)%? + (—14 + 6i)(1) + 10
=(1-548-14+10)+i(3—9+6)
=0
Donc, 1 est solution de (E). 0,5 pt
b) Montrer que (E) admet une seule solution imaginaire pure que 1’on déterminera.
Soit zy = ia (@ € R) un nombre complexe imaginaire pur.

zg estsolutionde (E) &  (ia)* + (=5 + 3i)(ia)? + (8 — 9i)(ia)? + (—14 + 6))(ia) + 10 =0
(:){ a*+3a®—-8a?—6a+10=0
5a3+9a?—14a =0
S a=1
Dongc, (E) admet une seule solution imaginaire pure qui est . 1 pt
¢) Achever la résolution de (E).
By (z-1D(E-D(az?+bz+c)=0
En utilisant une des différentes méthodes, on trouve: a = 1;b = —4 + 4ietc = —10i. 0,5 pt
En résolvant I’équation z2 + (—4 + 4i)z — 10i = 0, onobtient: z=3 —iouz = 1 — 3i.
S={1,i 3—-i1-3i}. 0,5 pt
2. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (O ; u, ¥), on considére les points A, B,
C et D d’affixes respectives 1, i ,1 —3iet 3 —1i.

a) Placer ces points dans le plan.
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1sur5




b) Déterminer le réel k = % et la mesure principale 6 de I’angle (C—D) ; ﬁ)

__|zB—z4a| _ i-1 -1 l
ke = zp—zcl (3—i)—(1—3i)| - |2+2i T2 0,5 pt
_ ZB—ZA\ __ i—1 _T.
0= AI‘g (zD—zC) a AI‘g (2+2i) T2 G’S pt
3. Soit Q le point d’affixe w = — % - %i .

Montrer que les triangles QAC et (ABD sont rectangles en ().

> (QA; R’) = arg (%) = — g (2m) ; donc le triangle QAC est rectangle en (). 0,5 pt
AT4Q

> (QB ; QD) = arg (%) = — g (2m) ; donc le triangle QBD est rectangle en (). 0,5 pt
B™4Q

Exercice 2 (4 points)

Dans I’espace muni d’un repére orthonormé direct (0 L7, E), on considere les quatre points suivants :
A(1,0,1),B(0,—-1,2),€(1,—-3,3) et D(3,5,1).

1. Montrer que les quatre points 4, B, C et D sont les sommets d’un tétraedre.

AB(-1; —1; 1), AC(0; =3;2), ABAAC(1; 2;3)etAD(2; 5;0)

AD.(ABAAC)=2+10+0=12#0
Par suite, les points A, B, C et D sont non coplanaires. Ils sont donc les sommets d’un tétraedre. (1,5 pt)

2. Un magon a recu une commande de quatre bornes identiques, en béton armé, homogeénes. Chacune de
ces bornes est représentée par le tétracdre ABCD.

L’unité de mesure des longueurs est le métre et la masse volumique du béton armé est de 2500 kg/m3,

c’est-a-dire que chaque métre cube de béton a une masse de 2500 kilogrammes.

Pour la livraison, il dispose d’une camionnette qui ne peut transporter plus de 25 tonnes de matériel.

Voyant que le conducteur de la camionnette doute de la possibilité de transporter les quatre bornes

pendant un seul voyage, le jeune Modou, ¢léve dans un lycée technique, et apprenti macon pendant les

vacances, dit au conducteur, avec assurance, que le transport des quatre bornes peut se faire en un seul

voyage.

A Paide des outils mathématiques au programme de terminale, confirme ou infirme les propos de
Modou.

Le volume du tétraédre est : V(ABCD) = %|E . (E A R)| X UV
Donc, on a: V(ABCD) = 2m3 (1 pt)

La masse des 4 bornes est :

M =4 X% 2500 %X 2 =20000 KG, soit 20 tonnes. (1 pt)
La camionnette peut belle et belle transportée les quatre bornes en béton armé en effet sa capacité
dépasse 20 tonnes (0,5 pt)
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Probléme (11 points)

e¥-1

xe*+1

On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;1,7) d’unité

graphique 2 cm.

On considére la fonction f définie sur [0, +oo[ par f(x) =

Partie A
Soit g la fonction définie sur [0, +oo[ par g(x) = x + 2 — e*.
1. Dresser le tableau de variations de g sur [0, +oo].

g est dérivable sur [0; +oo[etona g’ @ =1—e* <0 (0,25 point)

Calcul des limites

lir(r)l+ (x+2)=2
. _ x— .
| ,}L%Lg(x) =1 car lim (—e*) = —1 (0,25 point)
x—-07%
i - _ i 2 _e\ o _ .
| xl_l)rlloo g(x) = —oo car xl_l)rlloo X (1 += x) o (0,25 point)
Tableau de variations (0,25 point)

2. a) Montrer que I’équation g(x) = 0 admet une unique solution notée a sur [0, +oo[.

g est continue et strictement décroissante sur [0 ; +oo[ et g([0; +oo[ = |—o0; 1]) de plus 0 €
]—o0; 1]) 'équation g(x) = 0 admet une unique solution @ € [0 ; +oo[ (0,5 point)

b) Montrer qu'ona 1,14 < a < 1,15.
9(1,14)g(1,15) < O alors 1,14 < a < 1,15. (0,5 point)

3. Déterminer alors le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
- Six€e[0;al,ona:g(x)>0
- gx)=0 x=a
- Six€]a; +oo[,ona:g(x)<0

(0,5 point)
Partie B
1. a) Montrer que Vx € [0, +oo[, f(x) = 1;;__: .
_e*-1 _e*(1-e™) 1-e™* .
f(x) T xeX+1 eX(x+e¥) x+eX (0,5 point)
b) Déterminer alors la limite de fen +oo puis interpréter géométriquement le résultat.
lim f(x)=0car lim (1 —e™*)=1et lim (x+ e™*) =+ (0,75 point)
X—+0oo X—+00 X—+00
La droite d’équation y = 0 est une asymptote a (Cf). (0,25 point)
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2. a) Justifier que f est dérivable sur I’intervalle [0, +oo] et que pour tout x € [0, +oo[ ,ona:

fl(x) — g(x)e* .

(xe*+1)?

f est un rapport de deux fonctions dérivables sur I'intervalle [0 ; +oo[ et le dénominateur ne s’annule
pas alors f est dérivable sur I'intervalle [0 ; +oo[ (0,5 point)

e’(e"+1)—(e*+xe*)(e"=1)  g(x)e*

!
0 X) = = 0,5 point
ne f ( ) (xe¥+1)? (xe¥+1)? (0,5 point)
b) Etablir alors le tableau de variation de f sur [0, +oo].
z 0 ! 400
fo |+ b -
‘ f(e)
f
(1 point)
3. Montrer que f(a) = ﬁ
On sait que g(a) =0, donca+2 — e* =0 & a+2=e”
e%-1 a+2-1 1
Or f(a) = ae®+1’ donc ona f(a) = aa+2) +1°  a+1
- - .
Dou: f(a) = - (0,5 point)

4. a) Ecrire 1’équation de la tangente (T) a la courbe (Cf) au point d’abscisse x, =0 .
T:y = f'(0)(x —0) + £(0)
T:y=x (0,5 point)
b) Montrer que Vx € [0, +oo[, f(x) —x = (t1)(e” xe?- 1),

xeX+1

f(x) = e*-1 L= (x+1)(e*—xe*-1) (0,5 point)

xe*+1 xe*+1
¢) En admettant que pour tout x € [0, 4+, e*¥ —xe* — 1 < 0, étudier la position relative de la

courbe (C) par rapport a la tangente (T).

flx) —x —arlerre D g car eX —xe¥ — 1< 0et 4~ >0
xeX+1 xeX+1
Donc (Cf) est en dessous de (T) sur I'intervalle [0 ; +oo[ (0,5 point)
5. Construis (T) et (C).
0.5 1 115 2 2.5 3 3|5 4 4.5 9 5|5 6 6.5 7
(1 point)
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Partie C
1. En utilisant la question 1. a) de la partie B, donner une primitive de f sur [0, +oo].

La fonction F définie par F(x) = In(x + e™*) est une primitive de f sur [0, +ool. (0,5 point)
2. Pour tout réel A strictement supérieur a 0, on note A (A1) ’aire en cm? du domaine plan délimité par

la courbe (C), I’axe des abscisses, 1’axe des ordonnées et la droite d’équation x = A.

a) Calculer A(1).
)
A) = f f(x)dx x 4cm? = (F(1) — F(0)) X 4cm? = [In(A + e™*)] x 4cm?
0

0,75 pt
b) Calculer la limite de A(4) quand A tend vers +oo puis interpréter géométriquement le résultat.
lim A1) =+ o

A—+00

0,5 pt

L’aire du domaine non borné délimité par la courbe (C), I’axe des abscisses et 1’axe des ordonnées est

infinie. 0,25 pt
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