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MATHEMATIQUES

CORRIGE

Exercice 1 (05 points)
1. Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes, 1’équation z* = 1.
(On donnera les solutions sous forme algébrique).

t=1= z2=1 ou 72 =-1
S z=+41 ou 7% = +i
Donc: S={1;-1;1i; —i} (01 pt)

2. On considére I’équation (E): z* = 28 + 96i.
a) Montre que le nombre complexe a = 3 + i est une solution de (E).
Ona: a* = (3+i)* = 28 + 96i , donc a est une solution de (E). (0.5 pt)

b) Déduis-en les autres solutions de (E).

On obtient les autres solutions de (E) en multipliant le nombre complexe a par les solutions de
I’équation z* = 1.
Ainsi donc, les solutions de (E) sont :
Zo=3+1i, z1=-3—1, 2z,=-—1+30 et z3=1-3i. (01 pt)
3. Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé direct (O; @, ¥) d’unité graphique 1 cm.
On considére les points A, B, C et D d’affixes respectives :
zp=1-3i, zg=3+1i,zc=—-1+3i et zp = -3 —1.

a) Calcule les affixes des vecteurs AB et DC.

Zzg = 2+ 4i et Zpe = 2 + 4i. (0,25pt + 0,25pt)
. _ZA—Z2B
b) Onpose: U = 278"
Ecrire U sous forme algébrique puis sous forme trigonométrique.
X _ZpA—Zp __ . . _ E P E
Ona: U= P i,donc U=1i et U=cos (2) + isin (2) (0,5pt + 0,5pt)

¢) Déduis-en que le quadrilatére ABCD est un carré.
Ona: 27 — i donc AB = AC et (B—C),_B_/_l)) = g[Zﬂ].

Zc—Zp
ABC est alors un triangle rectangle et isocele en B.

De plus, ABCD est un parallélogramme car AB =DC

Donc : le quadrilatere ABCD est un carré (0,5 pt)
4. a) Donner I’écriture complexe de la rotation r de centre O qui transforme A en B.
r:z =iz. (0,5 pt)
b) Déterminer I’image du point B par r en déduire I’image de la droite (AB) par r.
L'image de B parrest C (0,25 pt)
L'image de A parr estB
L'image de la droite (AB) par r est la droite (BC). (0,25 pt)
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Exercice 2 (05 points)
Dans I’espace muni d’un repére orthonormé direct (0 L7, ﬁ), on considére les points A(1,0,2),

B(1,1,4),C(—1,1,1),etD(0,1,3).
1. Montrer que les points A, B et C déterminent un plan.
Ona: AB(0,1,2), AC(-2,1,-1)
Les vecteurs AB et AC étant non colinéaires, les points A, B et C déterminent un plan. (0,5 point)
2. Soit 71 le vecteur de coordonnées (3,4, —2).
a) Montrer que le vecteur 7 est orthogonal au plan (ABC) .
Ona:7i -AB=0et#i -AC = 0. Dong, le vecteur 71 est orthogonal a chacun des vecteurs AB et AC.
Par conséquent, le vecteur 7 est orthogonal au plan (ABC) . (1 point)
b) En déduire une équation cartésienne du plan (ABC) .
(ABC):3x+4y—2z+d =0
Ona: A € (ABC),donc 3(1) + 4(0) — 2(2) + d = 0. On en déduit que d = 1.
(ABC):3x+4y—2z+1=0.

3. Soit (P;) le plan d’équation x + y + 2z + 3 = 0 et (P,) le plan d’équation x — 2y — z = 0.
a) Montrer que les plans (P;) et (P,) sont sécants suivants une droite (D) dont on déterminera une
représentation paramétrique.
> Levecteur71'(1; 1; 2 ) estun vecteur normal de P; et le vecteur 1''(1; —2; —1 ) est un vecteur
normal de P,.
Etant donné que ces deux vecteurs normaux ne sont pas colinéaires, les plans P1 et P2 ne sont pas parelles
dont sécants.
» Déterminons une représentation paramétrique de (D)

xX+y+2z +3=0 x=—-k—-2
{ x—2y—z=0. y=—-k-1 (k €IR) (0,5 pt)
z=k z=k

b) Montrer que la droite (D) est sécante au plan (ABC) en un point I dont on donnera ses coordonnées.

3(-k—2)+4(=k—1)—2k+1=0

k=-1
x=-1
En remplacant on obtient {y =0 doncI(-1;0; —1) (1 point)
z=-1

4. a) Montrer que les quatre points A, B, C et D sont les sommets d’un tétraedre.
(ABC):3x+4y—2z+1=0
Le point D(0,1,3) n"appartient pas au plan (ABC) car:3x0+4x1—-2%x2+1=1
b) Calculer le volume du tétracdre ABCD. (0,5 point)

e o
V= g|AD.(AB NAC)| uv

Or, AD(—1; 1; 1) et AD.(ABAAC) = —1(=3) + 1(-4) +2x 2 = -3

1
Donc, V = 3 X uv
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Probléme (10 points)
Inx
14+xInx
On note (C) la courbe représentative de f dans le plan muni d’un repére orthonormé (O ;7,7) d’unité

graphique 2 cm.

On considére la fonction f définie sur |0, +oo[ par f(x) =

Partie A (03 points)

On considére la fonction g définie sur ]0, +oo[ par g(x) = 1 — x(Inx)>.
1. Justifier que la fonction g est dérivable sur 0, +oo[ puis montrer que pour tout réel x strictement positif,
g'(x) = (—Inx)(2 + Inx).
La fonction g est dérivable sur |0 ; +oo[ car étant le produit et la somme de fonctions dérivables sur
10;+o[etona g'(x) = (—Ilnx)(2 + Inx). (0,5 pt)
2. Dresser le tableau de variations complet de g.
mD,=]0; +oof

lim+(1) =1
" xlir(r)1+g(x) =1 car lirrz_éo—xlnzx) =0 0.25p)
n xl_i)r&) glx) = — caifl_i}rpoo(—xlnzx) = —o0 (0,25 pt)
Tableau de variation de la fonction g :
= 0 e~ 1 +00
g() - {J + *I -
A 1
0 \ e \
gle®) -0
(0,75 pt)

3. a) Démontrer que 1’équation g(x) = 0 admet une unique solution qu’on notera a.
Sur ]0 ; 1] g admet un minimum strictement positif donc g(x) # 0.
Sur ]1; 4+oo[ g étant continue et strictement décroissante sur |1 ; +oo[ et g(]1; +oo[) = |]—o0; 1].
Deplus 0 € |—o0; 1[.donc 3 a € |1 ; +oo[tel que g(a) = 0.
D’ou: I’équation g(x) = 0 admet une unique a € ]0; +oo[ (0,5 pt)

b) Montrer que 2 < a < 2,1.
g(2)=1-2n*(2) 0,04 et g(2,5)=1-25n%*125) ~ —1,1
Ona:g(2)>0 et g(2,5)<0,donc: 2<a<25. (0,25 pt)

¢) Déterminer alors le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
- Six€e]0;al,ona:gkx)>0
- gx)=0 x=a
- Six€]a; +oo[,ona:g(x)<0
(0,5 pv)
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Partie B (04,25 points)
1. a) Déterminer la limite de fen 0T puis interpréter géométriquement le résultat.

lirglJr(lnx) = —o0
. _ xX—
Jg%i+f(x) = —oo car lirg1+((1 xlnx) = 1 (0,25 pt)
X—
La droite d’équation x = 0 est asymptote a (C). (0,25 pt)
b) Déterminer la limite de fen +oo puis interpréter géométriquement le résultat.
. . Inx 1 . 1
A S0 = 5 [_] =0 o lim, [_] =0 (02590
La droite d’équation x = 0 est asymptote a (C). (0,25 pt)
Y _ g
2. a) Montrer que pour tout x € ]0,+o[ona: f'(x) = Ttn )
1
=(1+xinx) — (Inx+1)Inx gx)
N ! e X e
Ona: f (x) (1+xlnx)? x(1+xin )? (0.5 pt)
b) Etudier le sens de variation de f puis dresser son tableau de variation.
< IO (=% —“+oco
(@) + ¢ -
f(a)
f / \
- 0
(0,75 pt)
. _ 1
¢) Vérifier que f (a) = -
On sait que g(a) = 0,donc 1 — aln*a =0 \/% = lna
1
_ Ina _ Ja 1
or f(a) = e T Th % doncona f(a) = porw (0,5 pt)

3. Déterminer une équation de la tangente a (C) au point d’abscisse x = 1.

Ona (T):y=f'(D(x—1)+f(1)

Dou: (T):y=x (0,5 pt)
4. Construire (T) et (C) en prenant f (a) = 0,29

1

0.5
oy — (©))
4 2 0 I 4 6 8 10 12 14 16 18
~0.5

(1pt)
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Partie C (02,75 points)
Soit h la restriction de f sur ’intervalle I = [a , +oo.
1. Montrer que la fonction h est une bijection de I vers un intervalle / que I’on précisera.
La fonction h est continue et strictement décroissante donc h réalise une bijectionde I = [a ; +oo] vers

1
J=]o; 77| (0.5 pt)
2. a) Calculer h(4) puis, dire si la fonction réciproque h™! de h est dérivable en y, = 1?;; .
h4) = In4 2In2
~ 1+4ln4  1+8In2
) = g4  _ 1-4(n4)?
4(1 +4in4)?*  4(1 + 4ln4)?
-1 , . _ 2ln2 .
Donc h™" est dérivable en y, = ol (0,75 pt)
b) Dans le cas échéant, calculer (A1) (y,).
2
(h=1)/00) = 1 _ 4(1+4in4) .
h'(4) 1—4(lnd)?
(0,5 pv)
3. La fonction réciproque h™! de h est-elle dérivable en y; = ﬁ ¢ Justifier votre réponse.
. _ 1 ! — -1 ,.» L — _1 .
Ona: h(a) = g et h'(a) = 0. Donc h™' n’est pas dérivable en y; = o (0,5 pt)
4. Tracer (C"), courbe de h™1dans le plan muni du repére (0 ;7,7).
Symétrie par rapport a la droite d’équation y = x. (0,5 pt)

Ssur5



