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Exercice 1 (05,5 points).

A.. Soit deux nombres complexes 21, zo non nuls. Rappelons les propriétés algébriques suivantes :

| |Zl|
|Z2|

(2) arg (j—;) = arg(x) — arg(z) (2],
(3) |Zl X ZQ‘ = ‘21‘ X |Z2|

(4) arg (21 X 20) = arg (21) + arg (z2)  [27].
B. On considere le polynome P défini par :

P(z) =2+ (4—5i)2 — (5+12i)2 — 8 +i ou z € C.

1. Montrons que P admet une racine imaginaire pure S que 'on déterminera.
Posons g =ix ou z € R.

P(B) =0 < (iz)* + (4 — 5i)(iz)* — (5 + 12i)(iz) =8 +i =0
= —ir® — (4 —5i)a* —5ix + 122 —8+i=0
— —ir® — 42?4+ 5iz® — bix + 120 —8+i=0
= —42® + 122 — 8 +i(—2* + 52> -5z +1) =0
42?2 4+120 —-8=0 (1
¢${-ﬂﬁ+aﬁt5x+1:o &;
(1) <= —2*+32x—-2=0.0r —1+3—2=0donc z; = 1 est une racine de (1);
d’ou z9 = € 2.
En remplacant les solutions de (1) dans (2), on a
—(1)*+5(1)2=51)+1=-1+5-5+1=0
et
—(2? +5(2*-52)+1=-8+20-10+1=3; 3#0.

Donc x = 1 est solution du systeme, d’ou § = i.
Commentaire : Pour ’équation (1) du systeme, si le candidat
— calcule le discriminant A et trouve A =1,
— ensuite, obtient les racines de l’équation a l'aide de A,
alors vous lui donnez 0,125 point.
Pour léquation (2), si le candidat
— wérifie que 1 est racine de (2) en faisant la somme des coefficients,

0,25 pt

0,25 pt

0,25 pt
0,25 pt

0,125 pt

0,125 pt

0,25 pt

— ensuite, utilise la méthode de la division euclidienne ou la méthode d’identification des

coefficients ou la méthode de Horner pour déterminer le polynome g tel que
b+ 1= (z—1)g(z),
— puis, résout l’équation g(x) = 0 pour trouver les autres solutions de (2),

—23 4+ 5x? —
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alors vous lut donnez 0,125 point.
Enfin, s’il trouve que 1 est la solution commune de (1) et (2) et donne B = i, alors vous lui
donnez 0,25 point.

2. a. Déterminons le polynome g tel que P(2) = (z —i)g(2).

1] 4-51 | -5-121 | -8+i
i i |41+4]-148
114-41] -1-8i 0
g(z) =22+ (4 —4i)2—1-8i. 0,5 pt

b. Factorisons g(z).

Calculons le discriminant réduit de g.

AN=12-2)+14+8 =4—-4—-8i+1+8i=1.
—b — VA

g admet deux racines : 2y = ——— = -2+ 21— 1= -3+ 2 et

a
b+ VA
a

) =—24+21+1=—-1+ 2.

Donc g(z) = a(z — z1)(z — 22) = (2 + 3 — 2i) (2 + 1 — 2i). 0,25 pt

D'olt P(z) = (z —i)(z + 3 — 2i)(z + 1 — 24). 0,25 pt

3. Dans le plan complexe muni d’'un repére orthonormé direct (O; 7,@) d'unité lem, on

considere les points A, B et C' d’affixes respectives zy = —1 4+ 2i,25 = =3+ 2i et zc = i. On
pose z = e A
ZB — RA

a. Plagons les points A, B et C' dans le repere (Voir figure). 0,25 pt

b. Déterminons le module et un argument de z.

2c —ZA 1+1—21 1—2

0 Lol
ZB — ZA —34+214+1—2 —2 2 2
1 1 1
——x\/§<——+—z’)
2 vt
\/§< 37T+,, 37T>
= —( cos — + isin — ).
2 4 4
2
D'ou, |z| = g 0,25 pt
3m
arg(z)zz [27] . 0,25 pt
— — 3
(AB, AC) = arg(Z¢— 24y = T 0,25 pt

zgp— 2 4
Commentaire : ;zi, a pﬁzrtz’r de la forme algébrique de z, le candidat
— calcule directement le module,
— ensuite, détermine un de ses arguments,
alors vous lut donnez 0,5 point.

4. Soit S la similitude plane directe qui laisse invariant A et transforme B en C.

a. Donnons ’écriture complexe de S

Soit h: C—C
z—az+b

ou a,b € C, I'application associée a S.

S(A) = A<= h(zy) = 24 < aza + b= za.
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= a(—1+4+2i)+b=—-1+2i. (1)
S(B) =(C < h(ZB) =20 <<= azg+b=zc.
< a(-3+2i)+b=1i. (2

{a@4+2w+b:—1+% (1)
a(=3+2i)+b=i (2)

1 1
(1)—(2)<:)a(—1—|—2i—|—3—2z'):—1+2i—i<:>2a:—1+i<:)a:—§+§i.
1 1 3 3 1 5
(2)<:>(—§+§z‘)(—3+2z’)+b:z'<:>§—z‘—§i—1+b:z'<:>§—§z’+b:i
- 1+5,_|_. b 1+7_
b= 5T 5! 1<=b= 5 T 5t
B 1+1‘tb— 1+7_
a=-—gtgietb=—5+ 1
h:C—C
o ( 1+1,) 1+7,
z 5 Ttz —5+ 5t
0,25 pt
Commentaire : si le candidat proppose S : P — P
M(z) — M(2)
avec 2z = (—% + %z)z — % + %z’, alors vous lut donnez 0,25 point.
Donnons l’écriture analytique de S
Posons z =z +iyet 2 =x +iy onz,y,z ety €R.
2 =h(z) =1 +iy = (-2 + 1)z +iy) — L+ Li.
i 1 1 1+,(1 1 +7)
— Wy =——=r——y—=+ilzx—= =).
S S R L B R LA
¢ = —do -ty
<
y =3T3yt
0,25 pt

b. Eléments caractéristiques de S

On sait que S est la similitude plane directe de centre A par hypothese.

Déterminons son rapport k et son angle 6.

&

1 1

k=lal=]-5+35i =5

0,25 pt
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1 1 3T
0= = arg(—= + ~i) = — [271].
arg(a) = arg(—5 + 5i) = - [27]
0,25 pt

Commentazre : si le candidat
— précise que A est le point invariant de Uapplication qui o M(z) — M (2,

/

AM
— puis, pour tout M # A, détermine le rapport i

— T
— ensuite, une mesure de l'angle (AM, AM"),
alors il a répondu a la question. Vous lui donnez 0,75 point.

c. Soit le cercle (C) d’équation (z + 3)? + (y — 2)* = 4.

Déterminons I’équation de (C'), image par S de (C).
On considere 'expression analytique de S :

Y=ty (B

y =ir—ly+I (Ep).

Exprimons z et y en fonction de =’ et y
(B + (Ep) =2 +y = —y+3<=y=—2 —y +3.

(B1) —(By) <=2 —¢y =2 —d<=a=—2 +y —4
(r+3)°2+(y—2P =4 (—2 +y —4+3)?+ (-2 —y +3-2)?=4

!/ ! / ’ / ’ 2 ’ / 2
= (-2 +y — 1)+ (-2 —y +1)’ =4 = [(—x —l—y)—l] —1—[(—.% —y)+1| =4

= (= 4y =22 +y)F 1+ (=2 —y)+2—2 —y)+1=4
= ()2 =2y + ()42 -2 +1+ )42y + () —22 -2 +1=4

=2 242y )P -y =2= () +(y)? -2 =1
= @)+ -1)-1=1
= ()@Y -1)2=2
(C'), image de (C) par S, est le cercle d’équation : (z')2 + (y —1)? = 2. 0,5 pt
Commentaire : si le candidat
— détermine le point B, image du centre B de (C) par S,
— ensuite, consideére M (x',y") I'image d’un M(z,y) € (C),
— Puis, pose B'M' = */TEBM = /2 pour déterminer I’équation du cercle (C') de centre B’
et de rayon /2. alors vous lui donnez 0,5 point.

d. Tracons (C) et (C') dans le repere.
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-2

ey 0,5 pt

Exercice 2 (05 points).

Dans cet exercice, les outils mathématiques au programme de Terminale S2 utilisés par 1’éleve
sont les "Probabilités”. L’expérience aléatoire consiste a controler ’état des téléphones por-
tables fabriqués avant leur mise en vente.

On a une suite d’épreuves de Bernouilli. L’épreuve est répétée n fois et n’a que deux issues :
le succes (tirer un téléphone non défectueux ) et ’échec (tirer un téléphone défectueux). La
probabilité du succes est p et celle de I’échec est ¢ =1 — p.

P, est la probabilité d’obtenir k succes, donc

P = Clrfpkqn*k-

1. Aidons le chef de I'usine a déterminer le nombre n de téléphones a produire pour que la
chance d’obtenir au moins un téléphone défectueux soit supérieure ou égale a 0,999.

1

a. On sait que la probabilité d’avoir un téléphone défectueux est ¢ = g5 et celle d’avoir un

téléphone non défectueux est p = %.

Soit A I’événement ”obtenir au moins un téléphone défectueux parmi le n téléphones fabriqués”.
p(A) =p" = (5,
D’ou

pA) =1-p@) =1-p =1 ()"

La probabilité d’obtenir au moins un téléphone défectueux soit supérieure ou égale a 0,999 est
équivaut a p(A) > 0,999.

491 49\ 494"
p(A)ZO,999<:>1—<%) >0,999 <= 1-0,999> (=) += (5)" <0,001

50 50

n 1 In 0,001

—In (4—9) < 100,001 <= nlno < 100,001 = n > 20001
50 50 In22

Donc
n > 342.

L’usine doit fabriquer au moins 342 pour que la chance d’obtenir au moins un téléphone
défectueux soit supérieure ou égale a 0,999.
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Grille de correction de la question : Les 3 points seront distribués comme suit : si le
candidat

— identifie les formules des probabilités qu’il doit utiliser dans cette situation. 0,5 pt.

— respecte les étapes dans utilisation des formules des probabilités dans cette situation. 0,5
pt.

— fait correctement les calculs. 0,5 pt.

— wutilise les propriétés exactes (propriétés de la fonction In, résolution d’inéquations du
premier degré avec des coefficients négatifs, etc). 0,25 pt.

— produit des résultats conformes aux résultats attendus. 0,5 pt.

— produit un résultat en adéquation avec la démarche. 0,5 pt.

— présente clairement et proprement les résultats. 0,25 pt.

2. a. On sait que le nombre de téléphones défectueux T lorsque 'usine a produit exactement
342 téléphones est égal a :

2
T, =342 x — =1T.
d 3 X 100 7

Donc le prix de vente P, de ces téléphones non défectueux est égal a

P, = (342 —7) x 45 000 = 335 x 45 000 = 15.075.000F C F'A.

b. On sait aussi que le prix de revient P, des téléphones produits est égal a 11 970 000F'C'F A.
Et P, — P, = 15.075.000FCFA — 11 970 000FCFA = 3.105.00FCF A Donc l'usine aura un
bénéfice de B = 3.105.00FCF A apres la vente des 342 téléphones non défectueux. L’usine
tirera profit de la production de ces 342 téléphones. Donc elle tirera profit d’'une production
supérieure a 342 ; le prix de revient ne change pas.
Grille de correction de cette question : Les 3 points seront distribués comme suit : si le
candidat
— identifie les formules donnant le nombre de téléphones défectueux, leur priz de vente et
un bénéfice ou une perte de la production. 0,5 pt.
— respecte les étapes dans ['utilisation des formules dans cette partie. 0,5 pt.
— fait correctement les calculs. 0,5 pt.
— produit des résultats conformes aux résultats attendus. 0,5 pt.
— produit un résultat en adéquation avec la démarche. 0,5 pt.
— interprete correctement les résultats obtenus en indiquant ce que [’entreprise pourrait ga-
gner ou perdre. 0,5 pt.

PROBLEME (08,5 points).

Commentaire : Dans les trois parties qui suivent, le correcteur doit tenir compte de la
démarche, du raisonnement et de la justesse des résultats dans ['appréciation des copies des
éleves.

Partie A
Soit g la fonction définie sur [1; +oo] par g(x) =1 — zInz.

1. Montrons que Vz € [1; +oo[, ¢'(z) < 0.
g)=—-(zr+zrxi)=—mhr-1.
re[l; +o[—=zr>1=her>0=hzr+1>0= —lnz—1<0.

— Vr € [l; +oof, ¢'(z) <0. 0,25 pt
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2. Tableau de variations de g

IEIfoog(x) = xglfoo 1 —xlnz = —o0, i:rrig(x) = IEIJPOOI —zlnx =1.
z| 1 o +00
g'(z) -
1
g
—00

0, 5pt

3. Montrer que g est une bijection de [1; 4o00[ sur un intervalle a préciser.
g est continue et strictement décroissante sur [1; +ool, donc g est une bijection de [1; +oo.

sur g([1; +o00[) =] — o0; 1]. 0, 5pt

4. Montrons que I'équation g(z) = 0 admet une unique solution a dans 1; +ool.
g est une bijection de [1; 400 sur | — oo; 1]. Or 0 €] — oo; 1], donc I'équation g(z) = 0

admet une unique solution « dans [1; 400]. 0, 25pt

5. Montrons que I’'équation 1,7 < a < 1,8.
1,7€[1; +oof et 1,8 € [1; 4o0].
g(1,7)=1-1,7In1,7~0,1 ; ¢(1,8)=1—-1,8In1,8 ~ —0,06.

g(1,7) x g(1,8) < 0,donc 1,7 < a < 1, 8. 0, 25pt

6. Signe de g sur [1; +oo :

D’apres le tableau de variation, on a :

gx)>0size[l; af; g(z) <0siz€|a; +oof; g(z) =0 <=z = a. 0,25pt
Partie B
: : o ' | (—x+1)In(—z+1) six<1
Soit f la fonction définie par : f(x) = { o—a+1 ] s> 1
) r<l1 z>1
1.a.f(x)ex1ste<:>{_$+1>0 {x>0
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<= r<louzxz>1<«——zcR.

Donc Dy = R. 0,5 pt
b. Rappel des limites suivantes :
1 1 v
lim nr_ 0; lim nr o ; lim = +o00; lim ze® =0. 1 pt
r—+oo I z—1 px — T—>00 ln:[; r——00

c. Calculons lim f(z)

T—r—00

Posons t = —z + 1. Alors £ — —00 <=t — +00.

lim f(z)= lim (—x+1)In(—x+1) = lim tlnt = +oc. 0,25 pt

T——00 T——00 t—+00

Calculons lim f(x)
T—>+00

Inx
er *

Sur [1; +oof, f(z)=e*Inr=e*xelnx=c¢ex

x Inz

Or lim = +o0 par conséquent lim — =0; lim f(z) = 0. 0,25 pt

T—00 IHZE T—00 € r—+00

lir+n f(x) =0, donc le droite d’équation y = 0 est une asymptote horizontale a
T—r+00

(Cy) en +oo. 0,25 pt

d. Branche infinie en —o0 :

— 1
Pour z < 1, /() _ T In(—x +1).
x x
_ 1 _

im 2 fim —E —1; lim In(—z+1)=4o00; lim @) = —o0, donc (Cy)
T——00 €T r——00 I T——00 r——00 I

admet une branche parabolique de direction ’axe des ordonnées en —oo. 0,25 pt
2. a. Continuité de f en 1 :

Posons t = —x + 1. Alors x — 17 <=t — 07.

lim f(z)= lim (—z+ 1)In(—z+1) = lim ¢tlnt = 0.

Tz—1- Tz—1— t—0t

lim f(z) = lim e *™'lnz=¢e"Inl = 0.

z—1t z—1t

f(1)=€’In1 =0.

lim f(z) = lim f(z) = f(1) =0, donc f est continue en 1. 0,5 pt

z—1— z—1+

b. Dérivabilité de f en 1 :

Supposons que x < 1. Alorson a : f@) = f(1) = (zz+ Din(=2+1) = —(@—Dn(-z+ 1).

z—1 z—1 z—1
 Sfl2) = (1)

D’ou = —1In(—z + 1), pour tout = < 1.
x J—
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— f(1
Donc lim fl@) =) = lim —In(—2z+1) = +o0; fn’est pasdérivable a gaucheen1 (1).
z—1- r—1 z—1-
_ 1 7:1:+11 1
Supposons que z > 1. Alors on a : f(@) = f(1) _ g AR
r—1 z—1 z—1
1
lim e = ¢ = 1 et lim —o =1
a1+ =1t — 1
_f(1 )
Donc lim f@) = /() =1; f est dérivable a droite en 1 et f,(1) =1 (1).

r—1t z—1

(1) et (2) implique que f n’est pas dérivable en 1. 0,25 pt
(Cr) admet au point d’abscisse 1 une demi tangente verticale a gauche et une demi-tangent

de coefficient directeur 1 a droite. 0,25 pt
3. a. Dérivée de f sur | —oo; 1] :

Vo €] —oo; 1, f(z)=(—z+1)In(—x +1).

/ —1
f(z)=—In(—z+1)+ (—z+1) x +1:—1n(—x+1)—1. 0, 25pt
—x

Etude du signe de f'(z) sur | — oo; 1] :

f(z)>0<= —In(—2+1)-1>0<=In(—2+1) < —1 <= —az+l<el<=a>1-c
Vo€l —oo; 1], fl2)>0<=a¢c|]l—ec 1] ; f(2)<0<=a2€]—00; 1—€7![

flz) =0 =2 =1—-e"". 0, 25pt

b. Vz €]1; +oof, f(z)=e*"Inz.

f(zr)=—etInx+ G =(—Inz+ i)e‘“ﬂr1 = (%)e_”l = glz)e .0,25pt
Vo €]1; +oof, e > 0et x >0, donc f (x) est du signe de g(z).

Dot Vo €]1; +oof, f'(x) >0siz€]l; af; f(z) <0six €la; +oo[;

f(z) =0z =q. 0,25 pt

4. Tableau de variations de f :
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x| —oo 1—et 1 a +op
f(x) — + + —
00 flg
s /
0
0, 5pt
. N -
5. Tragons la courbe (Cy) de f dans le plan muni du repere (O; ¢, j)

Prenons o = 21518 = 1 75; f(1,75) = e 1 In 1,75 = ¢ 0% 1n 1,75 ~ 0,26 ;

e 1 >~0,37, 1—e1>~0,63; f(0)=0;; f(-1)=2In2~1,39; f(—2)=3In3 =~ 3,30.

0, 75pt
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Partie C

1. Soit h la restriction de f & l'intervalle [, +00l.
a. Montrons que h admet une fonction réciproque h1.

h est continue et strictement décroissante sur [o; +oo[, donc h est une bijection de [a; +00]
sur h([a; +oo[) =]0; f(a)]. Par conséquent h admet une fonction réciproque h™'. 0,25pt

b. ! est définie sur |0; f(a)].
Pour la courbe de (Cp,-1) voir figure. 0,25pt

2. A(¢) = fi)l f(z)dx X u.a avec lu.a = 2cm x 2cm = 4cm?.

A(E) = [° (—z + V) In(—z + 1)dz x u.a,

/ / —1
Posons u (z) = —x + 1 et v(z) = In(—x + 1). Alors v (x) = 1
—x
1
Choisissons u(z) = —5952 + .

/

/ : o (@)o(@)de = [u(z)v(@)]’, — / : o )u(z)dz.

-1
0

0 1 0 1 _
— /_1(—1: + 1) In(—x + 1)dz = {(—51}2 +z)In(—z + 1)] 3 - /_1(—§x2 + ) X — 1d:c.
— A() 1( 1)2 —1)In(2) +/O( 12+)>< ! dx ) x 4em?
=||-—-=(-1)°— n ——x“+x x cm”.
2 2 o+ 1
3 0o~z —x
= A({) = §1n2+/1 2$_1 dz | x dem?.
L,
—r® —x
Par division euclidienne 2—— = lx—l—l X L ,
r—1 2 2 2 x-1
Lo, )
——x*+x
S ) )1 1 1 31
dOllf_lT_HdiC—|:Z£C2—§£L'—§1H|£L'—1‘:|1——Zl+§ln2
3 3 1 9 9
— A(¢) = §1n2—1—|—§1n2 X dem® = (=3 + 81n2em?).

0,25 pt



