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Exercice 1 (04 points).

Le plan complexe est muni d’un repere orthonormé direct (O; 7, 7) d’unité 2cm.
On considere 1'équation d’inconnue un nombre complexe z suivante :

(H):2°+ (3—2i)2> + (1 —4i)2 —1—2i = 0.
1. a. Vérifions que ¢ est une solution de cette équation.

B3 4(3—20) 2+ (1—4i)i—1—2 = —i—3+2i+i+4—1—2i = —i+2i+i—2i—3+4—1 = 0i+0 = 0.
Donc 7 est une solution de I'équation (H). 0,5 pt

b. Résolvons I'équation (H) dans C.
e Déterminons le polynome g tel que 2% + (3 — 2i)2% + (1 — 4i)z — 1 — 2i = (2 — 1) g(2).

11321 1-41 | -1-2i
i 1 | 31+1]21+1
1]3-1 2-1 0
g(z) =22+ (B—-i)z+2—1i. 0,5 pt

Commentazire : Si le candidat utilise la méthode de la division euclidienne ou la méthode
d’identification des coefficients pour déterminer le polynome g tel que z* + (3 — 2i)2* +
(1 —4i)z —1—2i = (2 —1)g(2), alors vous lui donnez 0,5 point.

e Résolvons 'équation g(z) = 0.

— Calculons le discriminant A de g.
A=B3-i)?—-8+4i=9—1—6i—8+4i=—2i.
A # 0, g admet deux racines distinctes :
—b—VA _3+i-VA b+ VA _ 3+i+VA
N a 2a a 2 '

21 =

a
Déterminons les racines carrées de A.
Soit le nombre complexe w tel que A = w?. Posons w = x + iy, puis résolvons le

systeme
?—y? = 0
iy = —21 .
?24+y = 2
Ce qui implique
-y = 0
Ty —1
24y = 2
Ce qui donne
2 =1
yt o= 1
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Douw=1—iouw=—1+1. 0,5 pt

Commentaire : Pour déterminer les racines carrées w de A, si le candidat cherche
leurs formes exponentielles ou trigronométriques puis en déduire leurs formes algébriques,
alors vous lui donnez 0,5 point.

— Donnons les formes algébriques des racines z; et z5 de ¢ sont :
—3+i—VA —34i—-1+4i

Z1 = 5 = 5 =—-2+1iet
~3+i+VA  —3+4i+1—i
. +22+\/_: +22+ N 0.5 pt

e D’ou I'ensemble des solutions S de I'équation (H) est : S = {i, —1, —2+i}.

2. Soient A, B et C' les points d’affixes respectives z4 = —1,zg =i et zoc = —2+1; r la
rotation de centre O, d’angle 7. Soit £ I'image de B par r et F' I'image de A par r.
a. Donnons I’écriture complexe de 7.

L’écriture complexe d’une rotation d’angle 6 et de centre 2 d’affixe zq est donnée par la formule

7 — 2 =e€%2— zq).
D’ou I'écriture complexe de r, rotation de centre O et d’angle 7, est : 7 = e'iz. Ce qui implique
que Z = (g + 2\/7_) 0,5 pt
2 2
b. Démontrons que l'affixe du point E est : zp = —g z%

VI V3

E étant I'image de B par r donc zg = oy + i )%
2 2 2 2
Ce qui implique que zg = % + Z%) | = —g + Zg 0,5 pt

c. Déterminons 'affixe zr du point F.

F étant I'image de A par r donc zp = g + z%)

2 2 2 2
Ce qui implique que zp = g + z%) (—1) = —g — z\/?_ 0,5 pt
d. Placgons les points A, B, C, E et I’ dans le repere. On remarque que les points A, B, E et F
sont sur le cercle unité. 0,5 pt

0,5 pt
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Exercice 2 (05 points).

Dans cet exercice, les outils mathématiques au programme de Terminale S2 utilisés par ’éleve

sont les "Probabilités”. L’expérience aléatoire consiste a tirer simultanément deux numéros

dans une boite contenant les 6 cartons verts et les 3 cartons jaunes.

Le nombre de tirages possibles correspond au nog{lbre de combinaisons de 2 éléments pris parmi
1. Déterminons les nombres possibles de jours pendant lesquels le GIE sera représenté
physiquement au salon.

— Si les deux cartons tirés sont jaunes, on aura les combinaisons possibles suivantes :
{F1,F2}; {F1,F3} et {F2, F3}.
Les nombres possibles de jours pendant lesquels le GIE sera représenté par une équipe de
deux femmes est : 3,4 et 5. 0,5 pt
— Si les deux cartons tirés sont verts, on aura les combinaisons possibles suivantes :
{H1,H2};{H1,H3}; {H1,H4}; {H1,H5}; {H1,HG6}; {H2,H3}; {H2,H4}; {H2, H5};
{H2,H6}; {H3,H4}; {H3,H5}; {H3,H6}; {H4, H5}; {H4,H6}; {H5, HG}.
Le nombre possible de jours pendant lesquels le GIE sera représenté par une équipe de
deux hommes est : 1,2,3,4 et 5. 0,5 pt
— Si les deux cartons tirés sont de couleurs différents, le GIE ne sera pas représenté physi-
quement au salon, donc le nombre de jours est nul. 0,5 pt

En résumé, les nombres possibles de jours n pendant lesquels le GIE sera représenté physique-

ment au salon sont : 0,1,2,3,4 et 5. 0,5 pt

9. Le nombre de tirages possibles est : CZ =

2. Déterminons la moyenne des nombres de jours obtenus si ’on répete un grand nombre de
fois le méme tirage.
Soit X la variable aléatoire correspondant aux nombres possibles de jours pendant lesquels le
GIE sera représenté. A Taide des combinaisons possibles obtenues lors du tirage, X suit la loi
de probabilité donnée par le tableau ci-dessous :

n; 0l 12345
175 4 4 3 2 2 pt

PX=n)|=| 2|22 pEs
2136 136136136136

La moyenne pondérée des nombres de jours possibles obtenus correspond a E(X). On a
6 5 8§ 12 12 12 49
E(X)= PX=n)=—+—4+—4+—+—=—.
(X = 2 mib(X=ni) = g5+ 55+ 367 36 T 36 ~ 36
Grille de correction de la situation : Les 6 points des deux consigne seront distribués
comme suit : le candidat

— identifie le nombre de combinaisons possibles qu’il doit avoir dans cette situation. 01 pt

1 pt

— explique toutes les combinaisons possibles lors du tirage. 2 pts
— détermine la lov de probabilité de la variable aléatoire X correspondant aux nombres pos-

sibles de jours pendant lesquels le GIE sera représenté au salon. 0,5 pt
— détermine E(X). 0,5 pt

— fait correctement les calculs.

— produit des résultats conformes aux résultats attendus.
— produit un résultat en adéquation avec la démarche.
— présente clairement et proprement les résultats.

PROBLEME (10 points).
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Commentaire : Dans les trois parties qui suivent, le correcteur doit tenir compte de la
démarche, du raisonnement et de la justesse des résultats dans ['appréciation des copies des
éleves.

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O; i , 7 ) d’unité 2 cm.

Partie A
On considere I'équation différentielle (E) :y" —y — 2y = 0.

Y

1. Résolvons (F).

Soit 7% — r — 2 = 0 I'équation caractéristique de (E). 0,25 pt
r?—r—2=0<= (r—2)(r+1)=0. Ce qui implique que r = 2 ou r = —1. 0,25 pt
La solution générale de (F) est g(z) = k1€*® + koe™*. 0,25 pt

2. Déterminons la solution particuliere de (£) dont la courbe représentative passe par le point
A(0,3) et admet en ce point une tangente parallele a I'axe des abscisses.

Soit h(x) cette solution particuliére.
— La courbe de h passe par le point A si, et seulement si h(0) = 3. Ce qui implique que

0,25 pt
— La courbe de h admet au point A une tangente parallele a 1'axe des abscisses si, et
seulement si 7' (0) = 0. Ce qui implique que

(0.2) %1 — ko = 0.
0,25 pt
- ] kit+ke =3
(0.1) et (0.2) est équivalent a { %y —ky = 0
Ce qui donne k; = 1 et ky = 2. Dot h(z) = €** 4 2e77. 0,25 pt
Partie B

Ve+2In(z+1) si x>0

Soit f la fonction définie sur R par : f(z) = ,
e 4+ 2e % — 3 si <0

(Cy)-

1. Déterminons le domaine de définition Dy de f.

e \/x + 2 existe si, et seulement si z > —2.
In(x + 1) existe si, et seulement si z > —1.
Ce qui implique que vz + 2In(z + 1) existe si, et seulement si x > —1.

Donc x +— vz + 2In(z + 1) est bien définie si x > 0.
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o 2% 4+ 2¢7% — 3 existe pour tout x € R.

Donc x — e%* 4+ 2e~® — 3 est bien définie si z < 0.
Donc Dy =] — o0, 0]|J]0, +o00[=R. 0.5 pt
2. Montrons que f est continue sur R.

e Continuité sur ]0, +o0].

x +— v/ + 2 est continue sur [—2, 4o00| par composée.
x +— In(x + 1) est continue sur | — 1, 00| par composée.
x+— Vx +2In(z + 1) est continue sur |0, +oo[ par somme.
0.25 pt

e Continuité sur | — oo, 0. 0.25 pt

x5 ¥ 4 2e7% — 3 est continue sur R par composée.
Dol & + €2 + 2~ — 3 est continue sur | — oo, 0.

e Continuité en 0.

(0.3) £(0) = 0.
(0.4) lim f(z) = lim vz +2In(z+1) =0.

z—07t z—0t

(0.5) lim f(z) = lim €* +2e " -3 =0.

rz—0~ z—0~

(0.3), (0.4) et (0.5) impliquent que f est continue en 0. 0,5 pt
3. Déterminons les limites de f en —oo et en 4o00.

e Limite de f en —oc.

lim f(z)= lim e* +2e® — 3 = 400 (par somme). 0,25 pt

T——00 T—r—00

e Limite de f en +o0.

lim f(z)= lim vz +2In(x + 1) = +oo (par composée puis par produit). 0,25 pt

T—+00 Tr—r-+00

4. Etudions la nature des branches infinies de (Cy).

2x e % _ 3 T
e lim @) — lim & = 400 (en utilisant la limite usuelle lim e—).
r——00 I T——00 T r—+4o00 ¢
(Cs) admet une branche parabolique de d’axe (Oy) en —oo. 0,25 pt

2
\/1+ =In(z+1)
= lim L =0

r—+oo X r—+00 x T——400 \/E
(en utilisant la limite usuelle lim ).
z—+oo ¢
(Cs) admet une branche parabolique d’axe (Ox) en +o0. 0,25 pt

lim M: lim v+ 2n(z+1)

5. Etudions la dérivabilité de f en 0 et interprétons géométriquement les résultats.
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_ 0 2x 2e~% _ 3 2x_1 -r _ ]

o tim L0 SO A2 — 2 lim ° — 2 lim & —2-2=0
z—0- 1 —0 =0~ T . z—0~ x t—0-  —T
(en utilisant les limites usuelles lin% ¢ ).
z— T
f est dérivable en 0 a gauche, de nombre dérivé nul. 0,25 pt
(Cs) admet une tangente horizontale en 0 & gauche. 0,25 pt
— f(0 vV 21 1 1 1
e lim M = lim v+2n(@+ 1) = lim \/I+2M = V2. (en utilisant
z—0t x—0 z—07t X z—0F T
1 1
les limites usuelles lim M)
z—0 x
f est dérivable en 0 & droite, de nombre dérivé égal a /2. 0,25 pt
(C;) admet une tangente de pente /2 en 0 & droite. 0,25 pt

6. Calculons f'(x) sur chacun des intervalles ] — oo, 0[ et ]0, 4-oo[ et étudie son signe.

e Dérivée de f sur |0, +o0l.

_ln(:v+1)+\/;1:+2

Sur 0, +ool, f(a) = Ve + (e +1) = f(@) = 5 ==+ 7

/ (:L'+1)ln(x+1)+2(:c+2)'

xTr) =
/(@) 2z + 1)V +2
0,5 pt
Signe de la dérivée de f sur |0, +ool.
) = (x+ 1) In(x+1)+2(z+ 2)
2(x + 1)Vx +2 '
Pour tout x > 0, (z+1)In(x +1)+2(z+2) > 0et 2(z+ 1)z +2 > 0.
Ce qui implique que f'(z) > 0 sur |0, 4o0l. 0,25 pt
e Dérivée de f sur | — oo, 0.
Sur | — oo, 0], f(z) =e* + 2™ — 3 = f(z) = 2e>* — 272, 0,5 pt
Signe de la dérivée de f sur | — oo, 0.
/ 2 _ 2(631: - 1) ! ~ . 3
f(z)=2e*" —2¢ " = ——=. f(x) est du méme signe que e** — 1 sur | — oo, 0.
el’
Ce qui implique que f'(z) < 0 sur | — oo, 0[. 0,25 pt

7. Dressons le tableau de variations de f.
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+00 +00

0,5pt
8. Construction de la courbe (Cy) dans le plan muni du repere (O; ¢, j ), voir figure ci-dessous.

Y

12 14 16 18 20

1 pt
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Partie C

1. Soit g la restriction de f a I'intervalle | — oo, 0].

a. Montrons que g admet une fonction réciproque ¢—' dont on précisera l’ensemble de
définition.

La fonction ¢ est continue et strictement décroissante sur | — oo, 0] (voir tableau

de variations de f), donc elle est bijection de | — oo, 0] sur g(] — oo, 0]) = [0, +o0l.

Par conséquent g admet une fonction réciproque g~! définie sur [0, +o0l. 0, 5pt

. ] N N - . .

b. Construction de la courbe (C,-1) de g~" dans le méme repere (O; @, j ), voir figure ci-
dessus. 0, 5pt

2. a. Calculons en cm? l'aire A(P) de la partie P du plan comprise entre la courbe (Cy), I'axe
des abscisses, les droites d’équations x = —1 et x = 0.
0
-1

0
0 1
A(P) = / flz)dz x u.a = / (e* +2e™" — 3)dr X u.a = [56% -2 =3zx| Xua
-1
-1

9 1 , 8e3—18¢* -2
=<—§—@+26>X40m: = cm”.

0, 5pt
b. Pour —1 < z <0, on fait tourner (Cy) autour de I'axe des abscisses, engendrant

un solide S.
Calculons en cm? le volume V/(S) de ce solide S.

Le volume V(.S) du solide S est donné par 'intégrale

V(S) = 7T/ <f(x)) dx X u.vem® = 7T/ <62m + 27" — 3) dz X u.vem?

-1 -1

0
V(S)=m / <e4~"f — 6€* +4e” + 9+ e — 126"”) dx x wvem’
1

0
1
=7 [Z—le“ — 3% + 4% + 9z — 2e7 % + 1261] x 8cm?
-1

0
1
= &1 [Ze“ — 36%" 4 46% + 91 — 2% + 126‘1 em?
—1

V(S) = 7r(

1668 — 96€° + 162¢* — 32¢3 + 24e? — 2) ,
64 cm-.

0,5 pt



