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MATHEMATIQUES

CORRIGE

Exercice 1 (5 points)
I. On considére dans C I’équation (E) suivante : z3 — (1 + 2i)z% + 3(1 + i)z — 10(1 + i) = 0.
1. Montrer que I’équation (E') admet une seule solution imaginaire pure que 1’on déterminera.
Posons z, = ai,a € R.
Le nombre complexe z, est solution de (E) & —ia® + (1 + 2i)a? + 3ia(1 +i) — 10 — 10i = 0.

—a*+2a*+3a—10=0 (1)
=
a’?—3a—10=0 (2)

L’équation (2) admet pour solutions —2 et 5, mais seul le réel —2 est solution de (1).

Donc, I’équation (E) admet une seule solution imaginaire pure qui est —2i. 0,5 pt
2. a) Déterminer les racines carrées du nombres complexe 5 — 12i.

Posonsz =x + iy, x E Rety ER

Le nombre complexe z est racine carrée de 5 — 12i & z2 =5 — 12i

x> +y* =13
S1ixr—y? =5
2xy = —12

< z=3-2iouz=-3+2i.
Les racines carrées de 5 — 12i sont 3 — 2i et —3 + 2i. 0,5 pt
b) Résoudre alors dans C I’équation (E).
(B (z+2D[z22 -1 +4)z—5+5i]=0
& z=-2iouz?—(1+4i)z—5+5i=0
Résolvons I’équation z? — (1 + 4i)z — 5 + 5i = 0.
A=5—-12i

Le nombre complexe 3 — 2i est une racine carrée de A.
Les solutions sont alors : 2 + i et —1 + 3i.

S={=2i,241i,—-1+3i} 0,5 pt

II. Dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormé (0 ; u, v), on considére les points 4, B, et C

d’aftixes respectives z4 = —2i,zg = 2 +ietz, = —1+ 3i.



1. Placer les points A, B, et C dans le plan complexe.

4

-2 =1

=3

0,5 pt
2. Déterminer I’argument principal dej —Z4 " puis celui de 22 ” jC-
-z —4c
Zc=Za _ —1+'3i+'2i _ —1+5i ( 1+5i)(2—-31) —14+i
ZB—Zp 2+i+20 2+3i 13
cZA\ _ T,
Donc, Arg( P ZA) =3 0,5 pt
ZB—ZC_2+i+1—3i_3—2i_(3—2i)(1+5i)_1(1+_)
Zi— 20 —2i+1-3i 1-50 26 DA
B~Zc\ _ T
Donc, Arg( - ZC) =3 0,5 pt

3. En déduire la nature exacte du triangle ABC.

Arg (ZB ZA) Mes (AB,AC) == etArg (ZA ZC) Mes (CA,CF ) ==

On a Mes (AB,R ) = Mes (64’, CB ), le triangle ABC est isoc¢le de sommet principal B. 0,5 pt
De plus, étant donné que la somme des angles d’un triangle est égale a 180° , mes(g) = 90°.

Dongc, le triangle ABC est rectangle et isocéle. 0,5 pt

4. Dans une vaste savane représentée par le plan complexe, il y a une zone herbacée représentée par
I’ensemble des points M tels que : ||7MZ +2MB + 4W|| < 13.

Un mouton attaché a une position représentée par le point D (2 + 2i) avec une corde de longueur 2

pourra- t- il brouter dans la zone herbacée ?
|7MA + 2MB + 4MC|| < 13 & 13MG < 13 ol Gest le barycentre de {(4,7), (B, 2); (C,4) }
S ME<1

La zone herbacée est représentée par le disque ouvert de centre G d’affixe et de rayon 1 avec

_ 7zp+2zp+4zc

¢ = e =0, donc G = 0. 0,5 pt

Le mouton circule dans le disque de fronticre le cercle de centre D et de rayon 2.

Pour que le mouton puisse brouter dans la zone herbacée, il faut et il suffit que le cercle de centre G et de

rayon 1 et le cercle de centre D et de rayon 2 soient sécants, c’est-a-dire: 1 =|1—-2| < DG <1+2 =3.

7Zp+2zgp+4zc

¢ = =0, donc G = 0.
13



Ainsi, DG = 0D = |2 + 2i| = 2V/2.
Onabien 1 < DG < 3, donc les deux cercles sont sécants.

Par conséquent, le mouton pourra bien brouter dans la zone herbacée. 0,5 pt

Exercice 2 (5 points)
Pour stocker ses récoltes, une petite entreprise agricole souhaite construire un hangar ayant la forme d’un
tétracdre irrégulier pour s’adapter a une zone accidentée.
Les ingénieurs ont modélisé la structure dans I’espace rapporté a un repére orthonormé direct (0 7 %)
ou ’unité est le metre.
Les quatre sommets du hangar sont représentés par les points A(2,0,0), B(0,4,0), C(0,0,3) et S(x,y, 6)
ou S représente le sommet supérieur du hangar.
1. Justifier que les points A, B et C définissent un plan.
Les vecteurs Zﬁ(—ZA,O) et TC(—Z,O,B) ne sont pas colinéaires. Par conséquent les points A, B et C
définissent un plan. 0,5 pt
2. Pour des raisons de stabilité, le projeté orthogonal du sommet S sur le plan ABC doit coincider

avec le centre de gravité G du triangle ABC.
a) Montrer que le point G a pour coordonnées G, %, 1).

Le centre de gravité d'un triangle est 1'isobarycentre de ses sommets. Ses coordonnées sont :

_ xaptxptxc __ 24+40+0 _ 2
* X = 3 T3 T3

__yatyptyc _ 0+4+0 4
* Ve = 3 T3 3

Zptzptz 0+0+3
o Z; = 3 ¢ = 3 =1
49 61
b) Montrer alors que x = L ety=2-

Pour que le projeté orthogonal de S sur le plan ABC coincide avec G, il faut que GS orthogonal au plan
ABC, c’est-a-dire colinéaire a ABNAC
Le vecteur ABAAC a pour coordonnées (12, 6, 8).

Le vecteur GS est colinéaire 8 ABA AC & 3k € R tel que GS = kKABNAC

x=§+12k
< 3k € R tel que y=§+6k
6=1+8k
Onendéduitquek=Zetquex=?ety=%- 2 pts

3. Le hangar est destiné a stocker des graines dont la masse volumique est 600 kg / m?.
Sachant que les graines sont emballées dans des sacs de 50 kilogrammes, déterminer le nombre
maximal de sacs que pourrait contenir ce hangar. 2,5 pts

On négligera le volume occupé par les sacs vides.



» Le volume du hangarest : V = % |(Z§/\71—)C) . Ifl Or, Iﬁ/\?l_)C(lz, 6,8) et AS (%,%, 6)
donc V = 31—025 m3. 1,5 pt

» La masse en kg de graines que peut contenir le hangar est :

305

M =V x 600 :EX600 = 15250 kg. 0,5 pt
» Le nombre maximal de sacs est
» N = 1552050 = 305 sacs. 0,5 pt
Probléme (10 points)

Partie A : Etude d'une fonction auxiliaire (02,5 points)
Soit g la fonction définie sur R par g(x) = (x — 1)e* — 3.

1. Déterminer les limites de g en —oo eten +oo -

lim (x —1)e* = lim xe* —e* =0
X——00

. _ X——00
[ | xl_l)r_noog(x) = -3 car lim (—3) = —3 0,5 pt
X——00
m lim g(x) =+ 0,25 pt
xX—+00

2. Calculer I’expression g'(x) de la dérivée de g, étudier son signe puis établir le tableau de variations
de g.

» La fonction g est dérivable R et pour tout réel x, ona g'(x) = xe* 0,5 pt
» g(x) >0 x>0 0,25 pt
» Tableau de variations 0,25 pt

3. a) Montrer que 1'équation g(x) = 0 admet une solution unique @ etque 1 < a < 2.
La fonction g est continue sur |—oo ; 0] et g(]—o0;0]) = [—4; —3[, 0 € [—4 ; —3[ donc I’equation
g(x) = 0 n’a pas de solution sur]—oo ; 0]
La fonction g est continue et strictement croissante sur |0 ; +oo[ et g(]0 ; +oo[) = |—4; +o[, 0 €
]—4; +oo[, donc I’equation g(x) = 0 a seule solution « sur ]0 ; +oo[
alors I’équation g(x) = 0 a seule solution a sur R 0,25 pt
De plus, g(1) <0etg(2) >0.Donc1 < a < 2. 0,25 pt

b) En déduire le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
- Si x€]-oo;af,ona:g(x) <0
- gx)=0 x=a
- Six€l]a; +o[,ona:g(x)>0
0,25 pt

Partie B : Etude de la fonction principale (07,5 points)

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = (x + 1)e™2* — 3x.



On note (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté a un repére orthonormé (0 i D
(L 'unité graphique est 2 cm)

1. a) Déterminer la limite de f en—oo -

. T l —2x _ _
Jdim £ = Jim x[(14+ e ~3] = —eo 0.5 pt
b. i) Vérifier que pour tout réel x nonnul,ona: f(x) =x e% + xelzx - 3] .
— —2X _ 3y = N1 gl L 3.
fx)=(@x+De*=3x=x [(1 + X) per: 3] =x [er +— 3] 0,5 pt

b. ii) Déterminer alors la limite de f'en + co.

1
erX

_ 3] = —o0 0,5 pt

. Y 1
xgrllwf(x) o xgr-ll:loox [ezx +

2. a) Montrer que la droite (D) d'équation : y = —3x est asymptote a la courbe (C) en +oo -

[e% + xelzx] = 0 donc la droite d'équation y = —3x est asymptote a la

lim (f(x) 4+ 3x) = lim
x—+00 X—+00
courbe (C) en 4o 0,5 pt
b) Etudier, en fonction des valeurs de x, les positions relatives de (D) et (C).

f(xX)+3x=(x+1e >

- Si x € ]—o0; 1], on a : (Cy) est en dessous de (D)
- Si x€]1; 400 [,ona: (Cf)estendessousde (D)

- (C) et (D) se coupe au point d’abscisse 1 0,5 pt
3. a) Vérifier que pour tout réel x, ona: f'(x) = g(—2x).
f'(x) = (=2x—1)e™?* -3 = g(—2x) 0,5 pt

b) Montrer alors que f'(x) = 0 si, et seulement si x appartient a ]—oo ,— %] :

fl(x)=0= g(—2x) =0

S —2x >«

a
S x < — 5
0,5 pt
¢) Dresser le tableau de variation de f.
Tableau de variations 1pt
4. a) Déterminer une équation de la tangente (T) a (C) en son point A d'abscisse 0.
(T):y =f(0)x+f(0)
(T):y=-4x+1
0,5 pt

b) Tracer (C), la tangente (T) et 'asymptote (D) dans le plan muni du repére (0 77) .



-2

-5

-6

5. Soitl = [ (x+ e > dx.
a) Calculer I a I’aide d’une intégration par parties.

0 =
I= fol(x + e ?*dx = [(—%x _Z)e—Zx]_l _ (T3+§e2)

1 pt

b) En déduire I’aire du domaine plan, en cm?, délimitée par la courbe (C), la droite (D) et les droites

d’équation x = —letx =0.

0 —
A = 4cm? fol(x + e 2*dx = [(—%x - %)e‘zx] ) 4m? = (73 + zez)l}cmz

0,5 pt



