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M A T H E M A T I Q U E S 
Les calculatrices électroniques non-imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées. Les calculatrices 
permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites. Leur utilisation sera considérée comme 
une fraude 
 (Cf. Circulaire n° 5990/OB/DIR. du 12 08 1998). 

 

ESQUISSE DE CORRIGE 
 

EXERCICE 1 : (5 points) 
Les agents du service chargé de sécuriser les épreuves d’un concours communiquent entre eux en utilisant 
un système de codage qui fonctionne de la manière suivante :  
 À chaque lettre d’un message, on associe son rang 𝑥 dans l'alphabet français.  

Ainsi, 𝐴 → 0 ;   𝐵 → 1 ; ⋯ 𝑍 → 25.  
 La lettre codée correspondant à la lettre initiale est celle dont le rang dans l’alphabet français est le 

nombre 𝑦 tel que  𝑦 ≡ 7𝑥 + 𝛽[26] où 𝛽 est le reste de la division euclidienne de 5൫ଶഃିଵ൯ par 2ఋ − 1, 
𝛿 étant le nombre dont l’écriture en base 16 est : 𝛿 = 189𝐸1തതതതതതതതത − 187𝐷8തതതതതതതതത ∙ 

Partie I 
1. Soient 𝑙 et 𝑘 deux entiers naturels non nuls. 

a) Montrer que 2௟௞ − 1 est divisible par 2௟ − 1 et 2௞ − 1.                                                             
On a : 

2௟௞ − 1 = (2௟)௞ − 1 = (2௟ − 1) ෍ 2௟௝

௞ିଵ

௝ୀ଴

 

Or, ∑ 2௟௝௞ିଵ
௝ୀ଴  est un entier, donc (2௟ − 1) divise 2௟௞ − 1.             0,25 pt 

On montre de même que (2௞ − 1) divise 2௟௞ − 1.                       0,25 pt 
b) En déduire que si 2௣ − 1 est un nombre premier, alors 𝑝 est un nombre premier.                     

Supposons que 𝑝 n’est pas premier.  
Il existe alors deux entiers non nuls 𝑙 et 𝑘 tels que 𝑝 = 𝑙𝑘 avec 1 < 𝑙 < 𝑝 et 1 < 𝑙 < 𝑘. 
D’après la question précédente, 2௟௞ − 1 est divisible par 2௟ − 1 et 2௞ − 1. 

Il reste à vérifier que 2௟ − 1 et 2௞ − 1 ne sont pas des diviseurs triviaux de 2௣ − 1. 

            En effet, étant donné que 1 < 𝑙 < 𝑝, 1 = 2ଵ − 1 < 2௟ − 1 < 2௣ − 1. 
On en déduit que 2௣ − 1 admet un diviseur différent de 1 et différent de lui-même ; il n’est donc 
pas premier. 
Par conséquent, si 2௣ − 1 est un nombre premier, alors 𝑝 est un nombre premier.                   0,5 pt 

c) Le nombre Γ = 2ଵଵ − 1 est-il premier ? Que pensez-vous alors de la réciproque de la proposition 
résultant de la question b)                                                                        
 On a : Γ = 23 × 89. Donc, Γ n’est pas premier.                           0,25 pt 
 La réciproque n’est pas vraie car 𝑝 = 11 est premier, mais Γ = 2ଵଵ − 1 n’est pas premier.  
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     0,25 pt 
2. Montrer que 𝛿 = 521, puis justifier que 𝛿 est un nombre premier.              

Montrons que 𝜹 = 𝟓𝟐𝟏. 

 189𝐸1തതതതതതതതത = 1 × 16ସ + 8 × 16ଷ + 9 × 16ଶ + 14 × 16ଵ + 1 × 16଴ =  100833.  

 187𝐷8തതതതതതതതത = 1 × 16ସ + 8 × 16ଷ + 7 × 16ଶ + 13 × 16ଵ + 8 × 16଴ = 100312  

Donc, 𝛿 = 100833 − 100312 = 521.                            0,5 pt 

Montrons que 𝜹 est premier. 

On a √521 ≈ 22,82  

521 ≡ 1[2] ; 521 ≡ 2[3]; 521 ≡ 1[5]; 521 ≡ 3[7] ; 521 ≡ 4[11]; 521 ≡ 1[13] ; 521 ≡ 11[17] ; 
521 ≡ 8[19]  
Donc, 521 est premier.                                                                                                                   0,25 pt 

3. En admettant que 2ఋ − 1 est un nombre premier, montrer que 𝛽 = 5.                                             

On pourra utiliser le petit théorème de Fermat dont l’énoncé est le suivant : 

Pour tout nombre premier 𝑝 et pour tout entier naturel non nul 𝑥, on a : 𝑥௣ ≡ 𝑥 [𝑝]. 

Le nombre 2ఋ − 1 est premier ; d’après le petit théorème de Fermat, on a :  

5൫ଶഃିଵ൯ ≡ 5ൣ2ఋ − 1൧ 

Ce qui signifie que 𝛽 = 5.                                                                                      0,5 pt 

4. Montrer que l’équation 𝑦 ≡ 7𝑥 + 5[26] est équivalente à l’équation 𝑥 ≡ 15𝑦 + 3[26].               
𝑦 ≡ 7𝑥 + 5[26] ⇔ 15𝑦 ≡ 105𝑥 + 75[26] 

Or, 105 ≡ 1[26] et 75 ≡ −3[26], donc 

𝑦 ≡ 7𝑥 + 5[26] ⇔ 15𝑦 ≡ 𝑥 − 3[26] 

                        ⇔ 𝑥 ≡ 15𝑦 + 3[26] 
       0,5 pt 

Partie II 
1. a) Montrer que la lettre codée correspondant à la lettre N est S.                                                    

Le rang de la lettre 𝑁 est 𝑥 = 13, donc 𝑦 ≡ 96[26]. On en déduit que 𝑦 = 18. 
Donc, la lettre codée correspondant à 𝑁 est 𝑆.                                                                         0,25 pt 

b) Déterminer le message codé correspondant au message N G O R.                                           
 Le rang de la lettre 𝐺 est 𝑥 = 6, donc 𝑦 ≡ 47[26]. On en déduit que 𝑦 = 21      
Donc, la lettre codée correspondant à 𝐺 est 𝑉.                                                                         0,25 pt 
 Le rang de la lettre 0 est 𝑥 = 14, donc 𝑦 ≡ 103[26]. On en déduit que 𝑦 = 25    
Donc, la lettre codée correspondant à 0 est 𝑍.                                                                          0,25 pt 
 Le rang de la lettre 𝑅 est 𝑥 = 17, donc 𝑦 ≡ 124[26]. On en déduit que 𝑦 = 20 
Donc, la lettre codée correspondant à 𝑅 est 𝑈.                               0,25 pt 

        Le message codé correspondant au message N G O R est S V Z U.    

2. Un des agents a reçu un message codé L F I C. Décoder ce message.                              
 Le rang de la lettre L est 𝑦 = 11, donc 𝑥 ≡ 168[26]. On en déduit que 𝑥 = 12. 

Donc, la lettre initiale codée par L est M. 
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 Le rang de la lettre F est 𝑦 = 5, donc 𝑥 ≡ 78[26]. On en déduit que 𝑥 = 0. 
Donc, la lettre initiale codée par F est A. 

 Le rang de la lettre I est 𝑦 = 8, donc 𝑥 ≡ 123[26]. On en déduit que 𝑥 = 19. 
Donc, la lettre initiale codée par I est T. 

 Le rang de la lettre C est 𝑦 = 2, donc 𝑥 ≡ 33[26]. On en déduit que 𝑥 = 7. 
Donc, la lettre initiale codée par C est H. 

         Le message décodé est M A T H.                          0,75 pt 
 

EXERCICE 2 : (5 points)     

Partie I 
On dispose de trois urnes 𝑈ଵ , 𝑈ଶ et 𝑈ଷ :  
 l’urne 𝑈ଵ contient 10 jetons numérotés de 11 à 20 ; 

 l’urne 𝑈ଶ contient trois boules marquées 0, deux boules marquées 4, et une boule marquée 2 ; 

 l’urne 𝑈ଷ contient deux boules marquées 0, trois boules marquées −4, et une boule marquée 6. 

Dans chaque urne, les éléments sont indiscernables au toucher. 
Une épreuve consiste d’abord à tirer simultanément deux jetons de l’urne 𝑈ଵ : 
 si on obtient deux nombres premiers, on tire successivement avec remise deux boules dans 𝑈ଶ  ; 

 sinon, on tire successivement sans remise deux boules dans 𝑈ଷ ∙ 

Dans chacun des cas, le nombre marqué sur la première boule est noté 𝛼 et celui marqué sur la deuxième 
boule est noté 𝛽.  

A chaque résultat (𝛼, 𝛽) de l’épreuve, on associe l’application Ψఈ,ఉ du plan complexe muni du repère 

orthonormé direct (𝑂 ; 𝑒ଵሬሬሬ⃗ , 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) dans lui-même qui, à tout point 𝑀(𝑧) associe la point 𝑀ᇱ(𝑧′) tel que : 

𝑧ᇱ =
𝛼

4
𝑒

௜గఉ
ଶସ 𝑧 + 𝑖 ∙ 

Au premier tirage, la probabilité d’obtenir deux nombres premiers est 
஼ర

మ

஼భబ
మ =

଺

ସହ
=

ଶ

ଵହ
∙ 

La probabilité de ne pas obtenir un nombre premier est alors 
ଵଷ

ଵହ
∙ 

1. Montrer que la probabilité pour que Ψఈ,ఉ soit une isométrie est 
ସଷ

ଽ଴
∙                                                

L’application Ψఈ,ఉ est une isométrie ⟺ 𝛼 = 4 ou 𝛼 = −4 (𝛽 peut prendre n’importe quelle valeur) 

                                                                                                                                                              0,25 pt 

La probabilité est : 
ଶ

ଵହ
×

ଶ

଺
+

ଵଷ

ଵହ
×

ଷ

଺
=

ସାଷଽ

ଵହ×଺
=

ସଷ

ଽ଴
∙                                                                                 0,25 pt 

2. Calculer la probabilité pour que Ψఈ,ఉ soit une translation.                                                   

L’application Ψఈ,ఉ est une translation ⟺  𝛼 = 4 et 𝛽 = 0.                                                                0,25 pt 

La probabilité est : 
ଶ

ଵହ
×

ଶ

଺
×

ଷ

଺
=

ଵ

ସହ
∙                                                                                                    0,25 pt 

3. Calculer la probabilité pour que Ψఈ,ఉ soit une homothétie.                                                         

L’application Ψఈ,ఉ est une homothétie ⟺  𝛼 ≠ 4 et 𝛼 ≠  0 et 𝛽 = 0 ou 𝛼 ≠ 0 et 𝛽 = 0.                 0,25 pt 

La probabilité est : 
ଶ

ଵହ
×

ଵ

଺
×

ଷ

଺
+

ଵଷ

ଵହ
×

ସ

଺
×

ଶ

ହ
=

ଵ଴ଽ

ସହ଴
∙                                                                              0,25 pt 

4. Calculer la probabilité pour que Ψఈ,ఉ soit une rotation.                                                                

L’application Ψఈ,ఉ est une rotation ⟺  𝛼 = 4 et 𝛽 ≠ 0 ou 𝛼 = −4 et 𝛽 quelconque.                       0,25 pt 

La probabilité est : 
ଶ

ଵହ
×

ଶ

଺
×

ଷ

଺
+

ଵଷ

ଵହ
×

ଷ

଺
×

ହ

ହ
=

ସଵ

ଽ଴
∙                                                                                0,25 pt 
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5. On effectue cette épreuve 𝑛 fois de suite (𝑛 ≥ 2) et de manière indépendante. 
Déterminer la plus petite valeur de 𝑛 pour être sûr à au moins 99% d’obtenir au moins une fois une 
isométrie.                                                                                                                                                                 

Notons 𝑝௡ la probabilité d’obtenir au moins une fois une isométrie. 

𝑝௡ = 1 − ൬
47

90
൰

௡

 

0,25 pt 
 « Être sûr à au moins 99% » signifie que la probabilité est supérieure ou égale à 0,99.  
Ainsi, on a 𝑝௡ ≥ 0,99. Ce qui équivaut à 𝑛 ≥ 7,09. 
La plus petite valeur de 𝑛 est donc 𝑛଴ = 8.                      0,25 pt 

Partie II 
On note 𝑆 = 𝑡 ∘ Ψଶ,଺, où 𝑡 est la translation de vecteur −𝑒ଶሬሬሬ⃗  et ℋ la courbe d’équation : 𝑥ଶ − 2𝑥 − 4𝑦ଶ = 0. 

1. a) Montrer que ℋ est une hyperbole dont on déterminera le centre Ω et l’excentricité 𝑒.               
𝑥ଶ − 2𝑥 − 4𝑦ଶ = 0 ⟺ (𝑥 − 1)ଶ − 4𝑦ଶ = 1 

                                                                                      ⟺ 
(௫ିଵ)మ

ଵమ −
௬మ

ቀ
భ

మ
ቁ

మ = 1 

     0,25 pt 

La courbe ℋ est l’hyperbole de centre Ω(1,0) et d’excentricité 𝑒 =
ට12+ቀ

1

2
ቁ

2

ଵ
=

√ହ

ଶ
∙                     0,25 pt 

b) Construire la courbe ℋ avec ses asymptotes.                    

Les asymptotes sont la droite d’équation 𝑦 =
ଵ

ଶ
𝑥 −

ଵ

ଶ
 et la droite d’équation 𝑦 = −

ଵ

ଶ
𝑥 +

ଵ

ଶ
 

 
c) Montrer que l’image ℋ′ de ℋ par 𝑆 a pour équation cartésienne dans le repère (𝑂 ;  𝑒ଵሬሬሬ⃗ , 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) :    

3𝑥ଶ + 3𝑦ଶ − 10𝑥𝑦 + ඥ2𝑥 + ඥ2𝑦 = 0 ∙ 

L’écriture complexe de 𝑆 est : 𝑧ᇱ =
ଵ

ଶ
𝑒௜

ഏ

ర𝑧 =
√ଶ

ସ
(1 + 𝑖)𝑧 

L’expression analytique de 𝑆 est : ቐ
𝑥ᇱ =

√ଶ

ସ
(𝑥 − 𝑦)

𝑦ᇱ =
√ଶ

ସ
(𝑥 + 𝑦)

                     0,25 pt 

Ce qui équivaut à : ቊ
𝑥 = √2(𝑥ᇱ + 𝑦′)

𝑦 = √2(−𝑥′ + 𝑦′)
 

𝑀(𝑥, 𝑦) ∈ ℋ ⟺ 𝑥2 − 2𝑥 − 4𝑦2 = 0 
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⟺ ቀ√2(𝑥ᇱ + 𝑦′)ቁ
2

− 2 ቀ√2(𝑥ᇱ + 𝑦′)ቁ − 4 ቀ√2(−𝑥′ + 𝑦′)ቁ
2

= 0 

⟺ 3𝑥′2 + 3𝑦′2 − 10𝑥′𝑦′ + √2𝑥′ + √2𝑦′ = 0  

Donc, la courbe ℋ′ a pour équation cartésienne dans le repère (𝑂 ; 𝑒ଵሬሬሬ⃗ , 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) 

3𝑥ଶ + 3𝑦ଶ − 10𝑥𝑦 + ඥ2𝑥 + ඥ2𝑦 = 0 ∙ 

     0,25 pt 

2. On pose : 𝑢ሬ⃗ =
ଵ

√ଶ
(𝑒ଵሬሬሬ⃗ + 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) et 𝑣⃗ =

ଵ

√ଶ
(−𝑒ଵሬሬሬሬሬሬሬ⃗ + 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) .   

a) Justifier que le repère (O ;  𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) est orthonormé direct.               

On a : 𝑢ሬ⃗ ⊥ 𝑣⃗ , ‖𝑢ሬ⃗ ‖ = ‖𝑣⃗‖ = 1 et ( 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) =
గ

ଶ
 (2𝜋).                                                                  0,25 pt 

b) Déterminer une équation cartésienne de la courbe ℋ’ dans le repère (𝑂 ; 𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗).                 
Soit (𝑥, 𝑦) les coordonnées d’un point 𝑀 dans le repère (𝑂 ;  𝑒ଵሬሬሬ⃗ , 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) et (𝑋, 𝑌) les coordonnées de 𝑀 
dans le repère (O ;  𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) 

On a : ቐ
𝑥 =

ଵ

√ଶ
(𝑋 − 𝑌)

𝑦 =
ଵ

√ଶ
(𝑋 + 𝑌)

                        0,25 pt 

𝑀 ∈  ℋ’⟺ 3𝑥2 + 3𝑦2 − 10𝑥𝑦 + √2𝑥 + √2𝑦 = 0 

                              ⟺ 𝑋2 − 4𝑌2 − 𝑋 = 0. 

Dans le repère (𝑂 ;  𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗), ℋ’ a pour équation : 𝑋ଶ − 4𝑌ଶ − 𝑋 = 0.             0,25 pt 

c) Montrer que ℋ’est une hyperbole dont on précisera le centre et les foyers.                               

ℋ’ : ቀ𝑋 −
ଵ

ଶ
ቁ

ଶ

− 4𝑌2 =
1

4
 

En multipliant par 4, on obtient : 

ቀ𝑋 −
1
2

ቁ
ଶ

ቀ
1
2

ቁ
ଶ −

𝑌2

ቀ
1
4

ቁ
ଶ = 1 

La courbe ℋ’ est une hyperbole. 
Dans le repère (𝑂 ;  𝑢ሬ⃗ , 𝑣⃗) 

 Le centre est Ω′ ቀ
ଵ

ଶ
, 0ቁ 

 Les foyers sont 𝐹 ቀ
ଵ

ଶ
+

√ହ

ସ
, 0ቁ et 𝐹′ ቀ

ଵ

ଶ
−

√ହ

ସ
, 0ቁ 

           Dans le repère (𝑂 ;  𝑒ଵሬሬሬ⃗ , 𝑒ଶሬሬሬ⃗ ) 

En utilisant les formules de changement de repère ቐ
𝑥 =

ଵ

√ଶ
(𝑋 − 𝑌)

𝑦 =
ଵ

√ଶ
(𝑋 + 𝑌)

, on obtient : 

 Le centre est Ω′ ቀ
√ଶ

ସ
,

√ଶ

ସ
ቁ 

 Les foyers sont 𝐹 ቀ
ଶ√ଶା√ଵ଴

଼
,

ଶ√ଶା√ଵ଴

଼
ቁ et 𝐹′ ቀ

ଶ√ଶି√ଵ଴

଼
,

ଶ√ଶି√ଵ଴

଼
ቁ 
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PROBLEME : (10 points) 

Pour tout entier naturel 𝑛 non nul, on définit la fonction 𝑓௡ sur ℝ par : 𝑓௡(𝑥) =
ଵ

௡!
(2 + 𝑥)௡𝑒ି௫ . 

On note C௡ la courbe représentative de 𝑓௡ dans le plan muni d’un repère orthonormé (𝑂 ; 𝚤 ሬ⃗ , 𝚥 ሬሬ⃗ ). 
 

PARTIE A : (2,5 points) 
1. a) Etudier les variations de 𝑓ଵ et dresser son tableau de variations.                                                
La fonction 𝑓ଵ est définie sur ℝ  par 𝑓ଵ(𝑥) = (2 + 𝑥)𝑒ି௫.  
Elle est une fonction dérivable sur ℝ  et pour tout 𝑥 réel on a : 𝑓ଵ

ᇱ(𝑥) = 𝑒ି௫ − (2 + 𝑥)𝑒ି௫ 

      𝒇ᇱ
𝟏

(𝒙) = (−𝒙 − 𝟏)𝒆ି𝒙         

                                                                                                                                                               0,25pt                                                                                           

On a :  𝑒ି௫ > 0 donc 𝑓’(𝑥) est du signe de −𝑥 − 1 sur ℝ. 

𝑓’(𝑥) = 0 ssi 𝑥 = −1. 

Ainsi si 𝒙 < −𝟏 alors 𝒇ᇱ(𝒙) > 𝟎 donc 𝒇 est strictement croissante sur ]−∞, −𝟏] 

et si 𝒙 > −𝟏 alors 𝒇′(𝒙) < 𝟎 donc 𝒇 est strictement décroissante sur ]−𝟏, +∞].                          0,25pt 

lim
௫→ିஶ

𝑓ଵ(𝑥) = lim
௫→ିஶ

(2 + 𝑥)𝑒ି௫ = −∞ car lim
௫→ିஶ

2 + 𝑥 = −∞ et lim
௫→ିஶ

𝑒ି௫ = +∞ 

         𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

𝒇𝟏(𝒙) = −∞ .                                                                                                  

lim
௫→ାஶ

𝑓ଵ(𝑥) = lim
௫→ାஶ

(2 + 𝑥)𝑒ି௫ = lim
௫→ାஶ

2𝑒ି௫ + 𝑥𝑒ି௫ = 0 

Car lim
௫→ାஶ

2𝑒ି௫ = 0 et lim
௫→ାஶ

𝑥𝑒ି௫ = lim
௑→ିஶ

−𝑋𝑒௑ = 0 avec 𝑋 = −𝑥. 

           𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

𝒇𝟏(𝒙) = 𝟎 .                                                                                                                       0,25pt                          

D’où le tableau de variations de 𝑓ଵ. 

                                                                
     0,25 pt 

 
      b) Tracer Cଵ . On précisera sa tangente 𝑇ଵ au point d’abscisse −2.                                                  

 L’équation de la tangente 𝑇ଵ au point d’abscisse −2 : = 𝑓ଵ
ᇱ(−2)(𝑥 + 2) + 𝑓ଵ(−2)                                              

                                                          𝑻𝟏: 𝒚 = 𝒆𝟐(𝒙 + 𝟐) .                                                     
 La droite d’équation 𝑦 = 0 est asymptote à Cଵ en   +∞ ∙   

  𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

𝒇𝟏(𝒙)

𝒙
=  𝐥𝐢𝐦

𝒙→ିஶ
ቀ

𝟐

𝒙
+ 𝟏ቁ 𝑒ି௫ = +∞ donc   Cଵ en  −∞ une branche parabolique de direction (𝑂𝑦).                                                                                              
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Cଵ : 0,5 𝐩𝐭 

2.  Soit 𝛽 un réel tel que 𝛽 > −2. 
      a)  Déterminer, en unité d’aire, l’aire 𝐴(𝛽) du domaine délimité par Cଵ, l’axe des abscisses et les 
droites d’équations 
           𝑥 = −2 et 𝑥 = 𝛽.                                                                                                                         

             On a : 𝐴(𝛽) = ∫ 𝑓ଵ(𝑥)𝑑𝑥
ఉ

ିଶ
 = ∫ (2 + 𝑥)𝑒ି௫𝑑𝑥

ఉ

ିଶ
 . 

En posant 𝑢(𝑥) = 2 + 𝑥 alors 𝑢ᇱ(𝑥) = 1 et 𝑣ᇱ(𝑥) = 𝑒ି௫ alors 𝑣(𝑥) = −𝑒ି௫ donc 

න(2 + 𝑥)𝑒ି௫𝑑𝑥

ఉ

ିଶ

= [−(2 + 𝑥)𝑒ି௫]ିଶ
ఉ

− න −𝑒ି௫𝑑𝑥
ఉ

ିଶ

 

                                                                 = [−(2 + 𝑥)𝑒ି௫]ିଶ
ఉ

− [𝑒ି௫]ିଶ
ఉ  

                                                                = −(2 + 𝛽)𝑒ିఉ − 𝑒ିఉ + 𝑒ଶ 

                                                         𝑨(𝜷) = −(𝟐 + 𝜷)𝒆ି𝜷 − 𝒆ି𝜷 + 𝒆𝟐                                                                          0,5 pt   

      b)  Déterminer la limite de 𝐴(𝛽) quand 𝛽 tend vers +∞, puis interpréter géométriquement le résultat.   
                                                                                                                                                                 

lim
ఉ→ାஶ

𝐴(𝛽) = lim
ఉ→ାஶ

− (2 + 𝛽)𝑒ିఉ + 𝑒ଶor lim
௫→ାஶ

− 2𝑒ିఉ − 𝛽𝑒ିఉ − 𝑒ିఉ = 0  

 donc   𝐥𝐢𝐦
𝜷→ାஶ

𝑨(𝜷) = 𝒆𝟐  .                                                                                                                    0,25 pt 

Cette limite représente l’aire du domaine non borné délimité par Cଵ, l’axe des abscisses et la droite 
d’équation  𝑥 = −2.                     0,25 pt 
 

   

      C2

 T1
      C1

2 3 4 5-1-2-3-4

2

3

-1
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1
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PARTIE B : (4,5 points) 
1.  Etudier les limites de 𝑓௡ en −∞ et en +∞.                                                                                      
Etudions la limite de 𝑓௡ en −∞. 
Cas où n est impair. 

lim
௫→ିஶ

𝑓௡(𝑥) = lim
௫→ିஶ

1

𝑛!
(2 + 𝑥)௡𝑒ି௫ . 

Or lim
௫→ିஶ

(2 + 𝑥)௡ = lim
௫→ିஶ

𝑥௡ = −∞ et lim
௫→ିஶ

𝑒ି௫ = +∞ donc lim
௫→ିஶ

(2 + 𝑥)௡𝑒ି௫ = −∞ 

D’où   𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

𝒇𝒏(𝒙) = −∞ .                                                                                                   

Cas où n est pair. 

lim
௫→ିஶ

𝑓௡(𝑥) = lim
௫→ିஶ

1

𝑛!
(2 + 𝑥)௡𝑒ି௫ . 

Or lim
௫→ିஶ

(2 + 𝑥)௡ = lim
௫→ିஶ

𝑥௡ = +∞ et lim
௫→ିஶ

𝑒ି௫ = +∞ donc lim
௫→ିஶ

(2 + 𝑥)௡𝑒ି௫ = +∞ 

D’où   𝐥𝐢𝐦
𝒙→ିஶ

𝒇𝒏(𝒙) = +∞.                                                                                                                    0,25 pt                

Etudions la limite de 𝑓 en +∞ : elle ne dépend pas de la parité de 𝑛. 
En effet : 

lim
௫→ାஶ

𝑓௡(𝑥) = lim
௫→ାஶ

1

𝑛!
(2 + 𝑥)௡𝑒ି௫ 

                   = lim
௫→ାஶ

ଵ

௡:
ቀ

ଶ

௫
+ 1ቁ

௡

𝑥௡𝑒ି௫ 

Or lim
௫→ାஶ

ቀ
ଶ

௫
+ 1ቁ

௡

= 1 et lim
௫→ାஶ

𝑥௡𝑒ି௫ = lim
௫→ିஶ

(−1)௡𝑋௡𝑒௑ = 0 avec   𝑋 = −𝑥 ⟶ +∞ quand 𝑥 ⟶ +∞ 

Donc lim
௫→ାஶ

ቀ
ଶ

௫
+ 1ቁ

௡

𝑥௡𝑒ି௫ = 0 par suite :   𝐥𝐢𝐦
𝒙→ାஶ

𝒇𝒏(𝒙) = 𝟎 .                                                          0,25 pt 

 
2. a) Montrer que 𝑓௡ est dérivable sur ℝ, puis calculer 𝑓௡′(𝑥) pour tout réel 𝑥, où 𝑓௡′ est la dérivée de 𝑓௡ ∙  
On a : 𝑥 ⟼ (2 + 𝑥)௡ est dérivable sur ℝ ∙ De même 𝑥 ⟼ 𝑒ି௫ est aussi dérivable sur ℝ. Donc, 𝑓௡ est 
dérivable sur ℝ car c’est le produit de fonctions dérivables sur ℝ .                                                    0,25 pt 

Pour tout 𝑥 réel on a : 𝑓௡
ᇱ(𝑥) =

ଵ

௡!
[𝑛(2 + 𝑥)௡ିଵ𝑒ି௫ − (2 + 𝑥)௡𝑒ି௫] 

                                    𝒇𝒏
ᇱ (𝒙) =

𝟏

𝒏!
𝒆ି𝒙(𝟐 + 𝒙)𝒏ି𝟏(−𝒙 + 𝒏 − 𝟐) .                                                      0,25 pt    

b)  Dresser le tableau de variations de 𝑓௡ suivant la parité de 𝑛.                                                         

Etudions le signe de 𝒇𝒏
ᇱ (𝒙). 

 Cas où 𝒏 est impair : on a alors 𝑛 − 1 est pair 

Dans ce cas, 𝑒ି௫(2 + 𝑥)௡ିଵ ≥ 0   et nul pour 𝑥 = −2. Donc 𝑓௡
ᇱ(𝑥) est du signe de −𝑥 + 𝑛 − 2 

 

𝒙 −∞           −𝟐                     𝒏 − 𝟐               +∞ 

𝟏

𝒏!
𝒆ି𝒙(𝟐 + 𝒙)𝒏ି𝟏 

         +         0            +                            +   

 

(−𝒙 + 𝒏 − 𝟐)         +                       +             0              − 

𝒇𝒏
ᇱ (𝒙)          +           0          +            0              − 

                                                                                                                                           0,25 pt 
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      D’où le tableau de variations 

 

                                                                                                                                           0,25 pt   
 Cas où 𝒏 est pair : on a alors 𝑛 − 1 est impair 

𝑥 −∞          −2                      𝑛 − 2                 +∞ 

𝟏

𝒏!
𝒆ି𝒙(𝟐 + 𝒙)𝒏ି𝟏 

         −        0               +                     +   

  

(−𝒙 + 𝒏 − 𝟐)          +                    +            0            − 

𝒇𝒏
ᇱ (𝒙)          −         0            +         0            − 

                                                                                                                                           0,25 pt 
D’où le tableau de variations 

𝑥 −∞          −2                     𝑛 − 2                +∞ 

𝒇𝒏
ᇱ (𝒙)          −          0          +          0            − 

 

𝑓௡ 

+∞                                        𝑓௡(𝑛 − 2)                                              

 

                    0                                                 0 

                                                                                      

                                                                                                                                           0,25 pt                          

      c)  Justifier que 𝑓௡ admet un maximum 𝑦௡ sur [−2, +∞[ et que :  𝑦௡ =
௘మ

௡!
ቀ

௡

௘
ቁ

௡

.                           

Sur [−2, +∞[ la dérivée de 𝑓௡ s’annule et change de signe : d’après le tableau de variations pour tout 𝑛, 
𝑓௡ admet un maximum en 𝑛 − 2 .                

 𝑓௡(𝑛 − 2) =
ଵ

௡ !
(2 + 𝑛 − 2)௡𝑒ି(௡ିଶ) 

                                                                           =
ଵ

௡ !
𝑛௡𝑒ି௡ାଶ =

௘మ

௡!
ቀ

௡

௘
ቁ

௡

  

D’où : 𝒚𝒏 =
𝒆𝟐

𝒏!
ቀ

𝒏

𝒆
ቁ

𝒏

.                                                                                                          0,25 pt    

3.  a) Pour tout 𝑥 appartenant à ]−2 , +∞[, calculer  
௙೙శభ(௫)

௙೙(௫)
 , puis en déduire que 𝑦௡ାଵ = 𝑓௡(𝑛 − 1).       

On a :  
௙೙శభ(௫)

௙೙(௫)
=

భ

(೙  శ  భ)!
(ଶ  ା  ௫)೙శభ௘షೣ

భ

೙:
(ଶ  ା  ௫)೙௘షೣ

=
ଶ  ା  ௫

௡  ା  ଵ
∙                                                                                      0,25 pt 

Déduisons-en que 𝑦௡ାଵ = 𝑓௡(𝑛 − 1). 

On a :  
௙೙శభ(௫)

௙೙(௫)
=

ଶ  ା  ௫

௡  ା  ଵ
  donc pour 𝑥 = 𝑛 − 1 , 

௙೙శభ(௡ିଵ)

௙೙(௡ିଵ)
=

ଶ  ା  ௡  ି  ଵ

௡  ା  ଵ
= 1  

𝑥 −∞          −2                     𝑛 − 2               +∞ 

𝒇𝒏
ᇱ (𝒙)          +         0          +            0         − 

 

𝑓௡ 

                                               𝑓௡(𝑛 − 2) 

                       0                                                                  

−∞                                                                      𝟎              
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Or 𝑦௡ାଵ = 𝑓௡ାଵ(𝑛 − 1) donc 𝑦௡ାଵ = 𝑓௡(𝑛 − 1).                                                                                  0,5 pt 

     b)   Etudier alors le sens de variations de la suite (𝑦௡).                                                                     
Puisque 𝑓௡ est strictement décroissante sur [𝑛 − 2, +∞[ et que 𝑛 − 1 > 𝑛 − 2 on a : 
 𝑦௡ାଵ = 𝑓௡(𝑛 − 1) < 𝑓௡(𝑛 − 2) = 𝑦௡  
On en déduit que 𝑦௡ାଵ < 𝑦௡ . 
 Ainsi la suite (𝒚𝒏) est strictement décroissante.                0,5 pt 
 
     c) Montrer que (𝑦௡) est convergente.                                                                                               

La suite (𝑦௡) est décroissante et minorée par 0 car 𝑦௡ > 0 pour tout 𝑛 ≥ 2 .  
Elle est donc convergente.                 0,25 pt 

On admettra pour la suite que (𝑦௡) converge vers 0. 

 
PARTIE C : (3,25 points) 

Pour tout entier naturel 𝑛 non nul et tout réel 𝑥 appartenant à [−2 , +∞[, on définit l’intégrale 𝐼௡(𝑥) par :  

𝐼௡(𝑥) = න 𝑓௡(𝑡)𝑑𝑡
௫

ିଶ

∙ 

1. a) Démontrer que tout entier naturel 𝑘 non nul, on a : 𝐼௞ାଵ(𝑥) = 𝐼௞(𝑥) −
(ଶ  ା  ௫)ೖశభ

(௞  ା  ଵ)!
𝑒ି௫ ∙     

On a : 𝐼௞ାଵ(𝑥) = ∫ 𝑓௞ାଵ(𝑡)𝑑𝑡
௫

ିଶ
=

ଵ

(௞ାଵ)!
∫ (2 + 𝑡)௞ାଵ𝑒ି௧𝑑𝑡

௫

ିଶ
 

On pose 𝑢(𝑥) = (2 + 𝑡)௞ାଵ donc 𝑢ᇱ(𝑥) = (𝑘 + 1)(2 + 𝑡)௞ et 𝑣’(𝑡) = 𝑒ି௧ donc 𝑣(𝑡) = −𝑒ି௧ 
D’après la formule d’intégration par parties : 

𝐼௞ାଵ(𝑥) =
1

(𝑘 + 1)!
ቆ[−𝑒ି௧(2 + 𝑡)௞ାଵ]ିଶ

௫ − න −(𝑘 + 1)(2 + 𝑡)௞𝑒ି௧𝑑𝑡
௫

ିଶ

ቇ 

      =
−1

(𝑘 +   1)!
𝑒ି௫(2 + 𝑥)௞ାଵ + න

𝑘 +   1

(𝑘  +   1)!
(2 + 𝑡)௞𝑒ି௧𝑑𝑡

௫

ିଶ

 

=
−(2  +   𝑥)௞ାଵ

(𝑘  +   1)!
𝑒ି௫ + න

1

𝑘!
(2 + 𝑡)௞𝑒ି௧𝑑𝑡

௫

ିଶ

                      

= න 𝑓௞(𝑡)𝑑𝑡
௫

ିଶ

−
(2  +   𝑥)௞ାଵ

(𝑘  +   1)!
𝑒ି௫                                            

                             𝑰𝒌ା𝟏(𝒙) = 𝑰𝒌(𝒙) −
(𝟐  ା  𝒙)𝒌శ𝟏

(𝒌  ା  𝟏)!
𝒆ି𝒙.                                                                               1 pt 

 
      b)   En déduire que pour tout entier naturel 𝑛 non nul, on a :                      

𝐼௡(𝑥) = 𝑒ଶ −
1

𝑒௫
−

2  +   𝑥

1! 𝑒௫
−

(2  +   𝑥)ଶ

2! 𝑒௫
− ⋯ −

(2  +   𝑥)௡

𝑛! 𝑒௫
∙ 

 On peut faire une démonstration par récurrence.      

Posons 𝑃௡ ∶  𝐼௡(𝑥) = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
−

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!௘ೣ
− ⋯ −

(ଶ  ା  ௫)೙

௡!௘ೣ
∙ 

 𝑃ଵ est vraie 

En effet, 𝐼ଵ(𝑥) = −(𝟐 + 𝒙)𝒆−𝒙 − 𝒆−𝒙 + 𝒆𝟐 = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
∙ 
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 Supposons que 𝑃௞ vraie et montrons que 𝑃௞ାଵ est aussi vraie. 

𝑃௞ vraie ⟹ 𝐼௞(𝑥) = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
−

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!௘ೣ
− ⋯ −

(ଶ  ା  ௫)ೖ

௞!௘ೣ
 

              ⟹ 𝐼௞ାଵ(𝑥) = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
−

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!௘ೣ
− ⋯ −

(ଶ  ା  ௫)ೖ

௞!௘ೣ
−

(ଶ ା ௫)ೖశభ

(௞ ା ଵ)!
𝑒ି௫ 

                               ⟹ 𝐼௞ାଵ(𝑥) = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
−

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!௘ೣ
− ⋯ −

(ଶ  ା  ௫)ೖ

௞!௘ೣ
−

(ଶ ା ௫)ೖశభ

(௞ ା ଵ)!௘ೣ
  

             ⟹ 𝑃௞ାଵ vraie 

 Conclusion : ∀𝑛 ≥ 1, 𝐼௡(𝑥) = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
−

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!௘ೣ
− ⋯ −

(ଶ  ା  ௫)೙

௡!௘ೣ
∙                                          0,5 pt 

2.  Soit 𝛼 ∈ [−2 , +∞[  
    a)  Montrer que pour tout entier 𝑛 supérieur ou égal à 2, on a :  0 ≤ 𝐼௡(𝛼) ≤ (𝛼 + 2)𝑦௡.                                                                 

On a : 𝐼௡(𝛼) = ∫ 𝑓௡(𝑡)𝑑𝑡
ఈ

ିଶ
. Puisque 𝑦௡ est le maximum de 𝑓௡ sur [−2; +∞[, ∀𝑡 ∈ [−2; +∞[, 𝑓௡(𝑡) ≤ 𝑦௡. 

Ainsi 𝐼௡(𝛼) ≤ ∫ 𝑦௡𝑑𝑡
ఈ

ିଶ
= (𝛼 + 2)𝑦௡.  

De plus 𝑓௡(𝑡) ≥ 0 pour tout 𝑡 ∈ [−2, +∞[. Donc, 0 ≤ 𝐼௡(𝛼) ≤ (𝛼 + 2)𝑦௡.                                        0,5 pt 
        
    b) En déduire la limite de la suite (𝐼௡).                     
Puisque 0 ≤ 𝐼௡(𝛼) ≤ (𝛼 + 2)𝑦௡ et lim

௡→ାஶ
𝑦௡ = 0 donc d’après le théorème des gendarmes  

𝐥𝐢𝐦
𝒏→ାஶ

𝑰𝒏(𝜶) = 𝟎.                                                                                                                                  0,25 pt 

 
3.  Pour tout réel 𝑥 ∈ [−2 , +∞[  pour tout entier naturel non nul 𝑛, on pose :  

𝐽௡(𝑥) = 1 +
2  +   𝑥

1!
+

(2  +   𝑥)ଶ

2!
+ ⋯ +

(2  +   𝑥)௡

𝑛!
∙ 

a) Montrer que :  𝐽௡(𝑥) = 𝑒ଶା௫ − 𝑒௫𝐼௡(𝑥) .                                                                                  

On a : 𝐼௡(𝑥) = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
−

ଶ  ା  ௫

ଵ!௘ೣ
−

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!௘ೣ
− ⋯ −

(ଶ  ା  ௫)೙

௡!௘ೣ
 

                   = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
ቀ1 +

ଶ  ା  ௫

ଵ!
+

(ଶ  ା  ௫)మ

ଶ!
+ ⋯ +

(ଶ  ା  ௫)೙

௡!
ቁ  

                  = 𝑒ଶ −
ଵ

௘ೣ
𝐽௡(𝑥) 

            D’où   𝑱𝒏(𝒙) = 𝒆𝟐ା𝒙 − 𝒆𝒙𝑰𝒏(𝒙) .                                                                                               0,5 pt 

 
b)  Déterminer la limite de 𝐽௡(𝛼) quand 𝑛 tend vers +∞ ∙                                                   

Pour 𝛼 ≥ −2 on a : 𝐽௡(𝛼) = 𝑒ଶାఈ − 𝑒ఈ𝐼௡(𝛼). 

Puisque lim
௡→ାஶ

𝐼௡(𝛼) = 0 donc pour 𝛼 ≥ −2,    𝐥𝐢𝐦
𝒏→ାஶ

𝑱𝒏(𝜶) = 𝒆𝟐ା𝜶 .                                                  0,5 pt 

 

c) Soit (𝑈௡) la suite définie pour 𝑛 ≥ 1 par : 𝑈௡ = 1 +
ଵ

ଵ!
+

ଵ

ଶ!
+ ⋯ +

ଵ

௡!
∙ 

           Déterminer la limite de (𝑈௡).                                                                                                     
On a : 𝑈௡ = 𝐽௡(−1)  
D’après la question précédente donc lim

௡→ାஶ
𝐽௡(−1) = 𝑒ଶିଵ = 𝑒.          Donc lim

௡→ାஶ
𝑈௡ = 𝑒 

         D’où 𝐥𝐢𝐦
𝒏→ାஶ

𝟏 +
𝟏

𝟏!
+

𝟏

𝟐!
+ ⋯ +

𝟏

𝒏!
= 𝒆 .                                                                                         0,25 pt 

 


